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2. Statystyka dla analityki biznesowej

Witamy w $wiecie statystyki biznesowej, w ktorym dane przeksztatcajg sie w znaczace
spostrzezenia, kierujgc podejmowaniem decyzji i odkrywajgc ukryte prawdy. W tej
kompleksowej eksploracji wyruszamy w podrdz, aby zdemistyfikowa¢ podstawowe koncepcje
i techniki statystyczne, ktdre stanowig podstawe rygorystycznej analizy danych biznesowych.
Od zrozumienia zawitosci rozktadéw do stosowania testowania hipotez i konstruowania

przedziatow ufnosci, kazdy rozdziat rozwija nowy aspekt umiejetnosci statystycznych.

W sercu analizy statystycznej lezy rozktad normalny, krzywa w ksztatcie dzwonu, ktora
przenika niezliczone zjawiska w przyrodzie i ludzkim zachowaniu. W tej czesci zagtebiamy sie
w istote rozktadu normalnego, odkrywajac jego wiasciwosci i znaczenie we wnioskowaniu
statystycznym. Za pomocg wizualizacji i rzeczywistych przyktaddw wyjasniamy
wszechobecno$¢ tego fundamentalnego rozktadu i jego role jako kamienia wegielnego teorii
statystycznej.

Odchylenie standardowe stuzy jako kompas w krajobrazie statystycznym, prowadzac nas
przez zmienno$¢ nieodigcznie zwigzang ze zbiorami danych. W tym rozdziale zostanie
dokonana analiza pojecia odchylenia standardowego, ujawniajac jego znaczenie w iloSciowym
okreslaniu dyspersji i ocenie rozrzutu punktéw danych. Uzbrojony w gtebsze zrozumienie
odchylen standardowych, bedziesz poruszaé sie po danych z pewnoscig siebie, precyzyjnie
rozpoznajgc wzorce i wartosci odstajgce.

Zmienne stanowig elementy sktadowe analizy statystycznej, a kazda z nich posiada odrebne
cechy i implikacje. Niniejszy rozdziat wyjasnia dychotomie miedzy zmiennymi ciggtymi
i dyskretnymi, rzucajgc $wiatto na ich role w modelowaniu i interpretacji danych. Dzieki
zrozumieniu niuansdw zwigzanych z typami zmiennych, bedziesz mogt w petni wykorzystaé
potencjat technik statystycznych dostosowanych do réznych struktur danych.

Rozkiad statystyki probkowania stuzy jako podstawa wnioskowania statystycznego,
wypetniajgc luke miedzy obserwacjami z proby a parametrami populacji. W tym rozdziale
rozwiklamy koncepcje rozktadu prébkowania, wyjasniajgc jego znaczenie w formutowaniu
probabilistycznych stwierdzen dotyczacych charakterystyki populacji. Dzieki konkretnym
przyktadom rozwiniesz intuicyjne zrozumienie roli rozktadu probkowania w solidnej analizie

statystycznej.
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Centralne Twierdzenie Graniczne jest jak latarnia morska statystycznego os$wiecenia,
oswietlajgca droge do wiarygodnego wnioskowania w obliczu niepewnosci. Ninigjszy rozdziat
demistyfikuje Centralne Twierdzenie Graniczne, ujawniajgc jego transformacyjng moc
w stabilizowaniu srednich préb i utatwianiu testowania hipotez. Uzbrojony w spostrzezenia
zebrane w tym rozdziale, bedziesz mdgt wykorzystaé Centralne Twierdzenie Graniczne

do wyciggniecia znaczacych wnioskéw z danych empirycznych.

Zrozumienie testowania hipotez jest niezbedne do podejmowania decyzji opartych
na danych. Pozwala nam okresli¢, czy zaobserwowane wzorce w danych sg znaczace, czy
po prostu wynikajg z przypadku. Stosujgc testowanie hipotez, mozemy oceniac zatozenia,
porownywac grupy i oceniac istotno$¢ statystyczng wynikéw, dzieki czemu jest to niezbedne

narzedzie w badaniach naukowych, analizach biznesowych i wielu innych dziedzinach

Wyniki Z i tabele Z stuzg jako pomoce nawigacyjne w morzu standardowego rozktadu
normalnego, ufatwiajgc znormalizowane poréwnania i obliczenia prawdopodobienstwa.
Niniejszy rozdziat wyjasnia zawitosci wspotczynnikdw 2,  umozliwiajac interpretacje
znormalizowanych wynikdw i wykorzystanie tabel Z do analizy statystycznej. Dzieki biegtej
znajomos$ci  wspotczynnikdw Z bedziesz poruszaé sie po rozlegtym obszarze rozktadu

normalnego z pewnoscig i precyzja.

W sytuacjach, w ktorych liczebno$¢ proby jest niewielka lub nieznane jest odchylenie
standardowe populacji, wspotczynniki £i tabele £stajg sie niezbednymi narzedziami analizy
statystycznej. Niniejszy rozdziat odkrywa tajemnice wynikéw ¢ prowadzac przez ich obliczanie
i interpretacje za pomoca tabel ¢ Uzbrojony w te wiedze, bedziesz poruszac sie po niuansach
rozkladow ¢ z finezjg, zapewniajac solidne wnioskowanie w roznych scenariuszach

statystycznych.

Rozktad normalny i rozktad ¢ sg filarami teorii prawdopodobienstwa, a kazdy z nich posiada
unikalne cechy i zastosowania. W tym rozdziale wyjasniamy roznice miedzy tymi rozktadami,
umozliwiajgc rozeznanie, kiedy zastosowaC kazdy z nich w analizie statystycznej. Dzieki
praktycznym przyktadom i analizom poréwnawczym wybierzesz sposrdd rozktadow
normalnego i £ wzbogacajgc swoj zestaw narzedzi statystycznych.

Przedzialy ufnosci zapewniajg wglad w niepewnoS¢ otaczajgcg parametry populacii,
umozliwiajgc nam ilosciowe okreslenie precyzji naszych szacunkéw. W tym rozdziale zbadamy
konstrukcje przedziatow ufnosci dla $rednich i czestotliwosci/odsetka/frakcji, odkrywajac

metodologie i interpretacje tych podstawowych narzedzi statystycznych. Dzieki opanowaniu
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przedziatow ufnosci bedziesz w stanie przekazaé niepewnos¢ nieodtgcznie zwigzang z wynikami

W sposob przejrzysty i rygorystyczny.

Podczas gdy wartosci p stanowig brame do wnioskowania statystycznego, ich btedna
interpretacja moze prowadzi¢ do btednych wnioskdéw i btednych decyzji.

Niniejszy rozdziat analizuje potencjalne putapki zwigzane z nadmiernym poleganiem
na wartosciach p, podkreslajgc znaczenie kontekstu i wielkosci efektu w analizie statystycznej.
Dzieki krytycznej analizie i praktycznym spostrzezeniom bedziesz poruszac sie po ztozonosci

wartosci p z zachowaniem czujnosci, zapewniajgc integralnos¢ wnioskdw statystycznych.

Na tych stronach znajdujg sie klucze do odblokowania tajemnic analizy statystycznej,
umozliwiajac poruszanie sie po ztozonosci danych z pewno$cig i precyzja. Wyruszajac
w te podrdz razem, niech ciekawo$¢ bedzie naszym kompasem, a dociekanie naszym Swiattem

przewodnim, o$wietlajgcym droge do gtebszego zrozumienia i praktycznych spostrzezen.
2.1 Rozkiad normalny

W sercu analizy statystycznej lezy rozktad normalny, wszechobecny rozkiad
prawdopodobienstwa, ktory stuzy jako punkt odniesienia dla wielu technik
statystycznych. Zagtebimy sie w jego charakterystyke, symetryczng krzywa

w ksztatcie dzwonu i jego znaczenie w zrozumieniu rozkfadu danych.

Rozktad normalny znajduje zastosowanie w roznych dziedzinach, w tym w finansach,
psychologii, inzynierii i biologii. Od modelowania cen akcji po zrozumienie rozktadu ludzkiego
wzrostu, rozktad normalny stuzy jako wszechstronne narzedzie do analizy i interpretacji

danych.

W tym rozdziale zagtebimy sie w matematyczne wiasciwosci rozktadu normalnego, badajac,
jak oblicza¢ prawdopodobienstwa, percentyle i wskazniki zscore. Ponadto omdwimy
praktyczne techniki wizualizacji i interpretacji rozktadéw normalnych za pomocg histograméw,

wykresow gestosci i funkcji rozktadu skumulowanego.

Pod koniec tego rozdziatu bedziesz kierowat sie gtebokim uznaniem dla rozktadu normalnego
i jego znaczenia w analizie statystycznej. Uzbrojony w te wiedze, bedziesz dobrze
przygotowany do radzenia sobie z bardziej zaawansowanymi koncepcjami statystycznymi
i stosowaniem ich w rzeczywistych zestawach danych. Wyruszmy razem w te podrdz, aby
rozwikta¢ tajemnice rozktadu normalnego.
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Rozktad normalny, znany réwniez jako rozktad Gaussa lub krzywa dzwonowa, wykazuje
symetryczny rozktad danych bez asymetrii. Na wykresie dane tworza krzywg w ksztatcie
dzwonu, przy czym wiekszos¢ wartosci gromadzi sie wokot Srodka i maleje w miare oddalania

sie od niego.
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Rysunek 2.1 Przykiad rozkiadu gaussowskiego lub krzywej dzwonowej

Rézne zmienne w naukach przyrodniczych i spotecznych zazwyczaj wykazujg

rozktad normalny lub jego przyblizenie. Przyktady obejmujg wzrost, wage

urodzeniowg, umiejetno$¢ czytania, satysfakcje z pracy i wyniki SAT.

Ze wzgledu na powszechno$¢ zmiennych o rozktadzie normalnym, liczne testy

statystyczne sg dostosowane do takich populacji. Biegtos¢ w zrozumieniu charakterystyki

rozktaddbw normalnych upowaznia osoby do stosowania statystyk wnioskowania
do poréwnywania grup i generowania szacunkéw populacji z probek.

Rozktady normalne majg kluczowe cechy, ktdre tatwo zauwazy¢ na wykresach:

« $rednia, mediana i dominanta sg doktadnie takie same,

o rozkiad jest symetryczny wzgledem $redniej - potowa wartosci spada ponizej Sredniej,
a potowa powyzej Sredniej,

o rozktad mozna opisac za pomocg dwoch wartosci: Sredniej i odchylenia standardowego.

Srednia stuzy jako parametr lokalizacji, dyktujgc $rodek szczytu krzywej. Dostosowanie
Sredniej odpowiednio przesuwa krzywa: zwiekszenie jej przesuwa krzywa w prawo,
a zmniejszenie przesuwa krzywg w lewo. Tymczasem odchylenie standardowe dziata jako

parametr skali, wptywajac na rozrzut lub szeroko$¢ krzywej.
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Rozktady normalne z réZnymi Srednimi
Rozktady normalne z réznymi odchyleniami

standardowymi

Rysunek 2.2 Rozkiad normalny z r6znymi $rednimi i r6znymi odchyleniami

Odchylenie standardowe rozcigga lub Sciska krzywg. Mate odchylenie standardowe skutkuje

waska krzywa, podczas gdy duze odchylenie standardowe prowadzi do szerokiej krzywej.

2.2 Reguta empiryczna

Reguta empiryczna, znana rowniez jako reguta 68-95-99,7, zapewnia wglad
w rozkfad wartosci w rozktadzie normalnym:
o okolo 68% wartosci miesci sie w zakresie jednego odchylenia
standardowego od $redniej,
o okoto 95% wartosci miesci sie w zakresie dwdch odchylen standardowych od Sredniej,
o okoto 99,7% wartosci miesci sie w zakresie trzech odchylen standardowych od $redniej.

Na przyktad, rozwazmy scenariusz, w ktérym zbierane sg wyniki SAT od studentdw na nowym
kursie przygotowujgcym do testu, a dane sg zgodne z rozktadem normalnym ze $rednim
wynikiem (M) 1150 i odchyleniem standardowym (SD) 150.

Zastosowanie reguty empirycznej daje nastepujgce wnioski:

o okoto 68% wynikdéw miesci sie w zakresie od 1000 do 1300, co odpowiada 1 odchyleniu
standardowemu powyzej i ponizej Sredniej,

e okoto 95% wynikow miesci sie w zakresie od 850 do 1450, co stanowi 2 odchylenia
standardowe powyzej i ponizej $redniej,

e prawie wszystkie wyniki, okoto 99,7%, mieszczg sie w zakresie od 700 do 1600,

obejmujac 3 odchylenia standardowe powyzej i ponizej Sredniej.
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Korzystanie z regufy empirycznej w rozkiadzie normalnym

L' RL
Pi%
€%

[

Rl LY 1356% k 4%, 4% 134% P

) H50 0D 150 1300 1450 Lol
& - 350 - 250 W=~ 150 7] M= 5D M = 150 M 33D

Rysunek 2.3 Regula empiryczna w rozktadzie normalnym

Reguta empiryczna oferuje szybkg metode oceny danych, umozliwiajgc wykrywanie wartosci
odstajgcych lub wyjatkowych, ktére odbiegajg od oczekiwanego wzorca. W przypadkach,
w ktorych dane z matych prébek znacznie odbiegajg od tego wzorca, bardziej odpowiednie
mogg byc alternatywne rozktady, takie jak rozktad & Identyfikacja rozktadu zmiennej pozwala
na zastosowanie odpowiednich testéw statystycznych.

2.3 Wzor krzywej normalnej

Krzywa normalna dopasowana do danych wynikow SAT

ATk

Rysunek 2.4 Wyniki SAT wykazuja rozktad zblizony do normalnego
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obszar pod krzywa reprezentuje

prawdopodobienstwo. Biorgc pod uwage, Zze rozklad normalny stuzy jako rozktad

prawdopodobienstwa, skumulowany obszar pod krzywg niezmiennie sumuje sie do 1 lub

100%. Chociaz wzoér na normalng funkcje gestosci prawdopodobienstwa moze wydawac sie

skomplikowany, jego wykorzystanie wymaga jedynie znajomosci

Sredniej populaciji

i odchylenia standardowego. Podstawiajgc te parametry do wzoru, mozna okresli¢ gestos¢

prawdopodobienstwa zwigzang z dowolng wartoscig x.

o f(x) = prawdopodobienstwo,

e x = warto$¢ zmiennej,
W = $rednia arytmetyczna,
0 = odchylenie standardowe,

0’ = wariancja.

Przyktad:

Korzystajac z funkcji gestosci prawdopodobienstwa, chcesz pozna¢ prawdopodobienstwo,

ze wyniki egzaminu SAT w probie przekroczg 1380 punktéw.

Na wykresie funkcji gestosci prawdopodobienstwa, prawdopodobienstwo jest zacieniowanym

obszarem pod krzywa, ktdry lezy na prawo od miejsca, w ktdrym wyniki SAT sg rowne 1380.

STATYSTYCZNE METODY ANALIZY DANYCH LOGISTYCZNYCH

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa wyniku SAT
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Rysunek 2.5 Wykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa
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Wartos¢ prawdopodobienstwa tego wyniku mozna znalez¢ przy uzyciu standardowego

rozktadu normalnego.
2.4 Standardowy rozkiad normaliny

Standardowy rozktad normalny, znany jako rozktad zwyréznia sie tym, ze ma $rednig réwna
0 i odchylenie standardowe réwne 1. Kazdy rozktad normalny moze by¢ postrzegany jako
transformacja standardowego rozktadu normalnego, podlegajagca dostosowaniom skali,
potozenia lub obu tych elementdw.

W konteksécie rozktadu z poszczegdlne obserwacje, ktore sg zwykle oznaczane jako
x w rozktadach normalnych, sg okreslane jako wskaznik z Reprezentujg one liczbe odchylen
standardowych, o jaka kazda warto$¢ odbiega od $redniej. W zwigzku z tym przeksztatcenie
wartosci z dowolnego rozktadu normalnego we wskazniki z utatwia poréwnanie

i analize w ramach standardowego rozktadu normalnego.

Standardowy rozklad normalny

Dominanta

Mediana

Srednia
E
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g
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2
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Liczba odchylenia standardowego od sSredniej

Rysunek 2.6 Wykres standardowego rozkiadu normalnego

Wystarczy znac $rednig i odchylenie standardowe rozktadu, aby znalez¢ wskaznik z dla danej

wartosci.
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Objasnienie wzoru na wskaznik z

e x = wartos¢ indywidualna, X—U

e Y = Srednia arytmetyczna, (o}

e 0 = odchylenie standardowe.
Rozktad normalny jest przeksztatcany w standardowy rozktad normalny z kilku powoddéw:

o aby znalez¢ prawdopodobienstwo, ze obserwacje w rozktadzie znajda sie powyzej
lub ponizej danej wartosci,

e aby znalez¢ prawdopodobienstwo, ze $rednia z prdby istotnie rézni sie od znanej
$redniej z populacji,

o aby poréwnac wyniki z rozktadéw z réznymi $rednimi i odchyleniami standardowymi.

2.5 Znajdowanie prawdopodobienstwa przy uzyciu rozkladu z

Kazdy wskaznik z odpowiada prawdopodobienstwu, czesto okreslanemu jako warto$¢ p,
wskazujgc prawdopodobienstwo zaobserwowania wartosci ponizej okreslonego wskaznika Zz
Przeksztatcajgc pojedynczg warto$¢ we wskaznik z mozna okresli¢ prawdopodobienstwo

wystgpienia wszystkich wartosci do tego punktu w rozktadzie normalnym.

Rozwazmy na przyktad scenariusz, w ktorym chcemy ustali¢ prawdopodobienstwo, ze wyniki
SAT w rozwazanej probie przekroczg 1380. Poczatkowo oblicza sie wynik z przy uzyciu Sredniej
i odchylenia standardowego rozktadu. Przy Sredniej 1150 i odchyleniu standardowym 150,
wskaznik z ujawnia liczbe odchylen standardowych, o ktére 1380 odbiega od Srednie;j.

Wzor Obliczenie
Xk _1380-1150
o Z=""150 "

Dla wyniku z rownego 1,53 warto$¢ p wynosi 0,937. Jest to prawdopodobienstwo, ze wynik
SAT wynosi 1380 lub mniej (93,7%) i jest to obszar pod krzywa na lewo od zacieniowanego

obszaru.
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Aby znalez¢ zacieniony obszar, nalezy odja¢ 0,937 od 1, co stanowi catkowity

obszar pod krzywa.
Prawdopodobienstwo x > 1380 = 1 — 0,937 = 0,063

Oznacza to, ze prawdopodobnie tylko 6,3% wynikdw SAT w prdbie przekracza 1380.

g Standardowy rozktad normalny
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Rysunek 2.7 Standardowy rozktad normalny ze wskazanym wynikiem

2.6 Rozklad probkowania (rozktad proby)

Rozktady prébkowania stanowig podstawe wnioskowania statystycznego, umozliwiajgc nam
wycigganie wnioskdw na temat populacji na podstawie danych z prdéby. Zagtebimy sie
w zawitosci rozktaddéw probkowania, rozumiejac, w jaki sposdb odzwierciedlajg one zmiennosé
statystyk préby i ich kluczowg role w testowaniu hipotez.

Rozktad préby odnosi sie do rozktadu statystyki, takiej jak $rednia proby lub odsetek z proby,
uzyskanej z wielu prob o tej samej wielkosci pobranych z populacji. Zapewnia wglad
w zachowanie statystyk proby i ich zmiennos¢ w réznych prébach.

2.7 Centralne Twierdzenie Graniczne i Rozklad Probkowania

Centralne Twierdzenie Graniczne (CLT) to podstawowa koncepcja w statystyce,
ktéra lezy u podstaw zachowania rozktadéw prébkowania. Stwierdza ono, ze
rozktad Sredniej z préby zbliza sie do rozktadu normalnego wraz ze wzrostem

wielkosci préby, niezaleznie od ksztattu rozktadu populacji. Twierdzenie to
umozliwia nam wycigganie wiarygodnych wnioskédw na temat parametréw populacji
na podstawie danych z préby.
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Centralne twierdzenie graniczne stuzy jako kamien wegielny zrozumienia rozktadéw
normalnych w statystyce. W warunkach badawczych uzyskanie doktadnego oszacowania
$redniej populacji czesto wigze sie z gromadzeniem danych z wielu losowych préobek
w populacji. Te indywidualne $rednie z probek wspdlnie tworza tak zwany rozktad prébkowania
$redniej.

Centralne twierdzenie graniczne okresla dwie kluczowe zasady:

1. Prawo wielkich liczb: Wraz ze wzrostem wielkosSci proby lub liczby préb, $rednia
z préby ma tendencje do zblizania sie do $redniej z populaciji.

2. Normalnos¢ rozkiadu probkowania: Pomimo oryginalnego rozktadu zmiennej,
podczas pracy z wieloma duzymi prébkami, rozktad probkowania $redniej ma tendencje
do zblizania sie do rozktadu normalnego.

Parametryczne testy statystyczne konwencjonalnie zaktadajg, ze prébki pochodza z populacii
o rozktadzie normalnym. Jednak centralne twierdzenie graniczne eliminuje koniecznos¢ tego
zatozenia dla wystarczajgco duzych préb. Przy duzych prébach testy parametryczne mogg by¢
stosowane niezaleznie od rozktadu populacji, pod warunkiem spetnienia innych istotnych
zatozen. Wielko$¢ proby wynoszaca 30 lub wiecej jest powszechnie uwazana za wystarczajgco
duza.

Z drugiej strony, w przypadku matych préb, zapewnienie zatozenia normalnosci ma kluczowe
znaczenie ze wzgledu na niepewno$¢ zwigzang z rozktadem prébkowania $redniej. Doktadne
wyniki wymagajg potwierdzenia, ze populacja jest zgodna z rozkladem normalnym
przed zastosowaniem testéw parametrycznych z matymi probkami.

Przyktadowo, centralne twierdzenie graniczne zaktada, ze uzyskujgc wystarczajgco duze prébki
z populacji, Srednie tych prébek bedg wykazywac rozktad normalny, nawet jesli podstawowy
rozktad populacji odbiega od normalnosci.

Przyktad: Rozwazmy populacje o rozkfadzie Poissona (przedstawiong na lewym obrazku).
Po pobraniu 10 000 prébek z tej populacji, z ktérych kazda sktada sie z 50 obserwaciji, rozktad
Srednich prébek jest SciSle zgodny z rozkladem normalnym, zgodnie z centralnym
twierdzeniem granicznym (jak pokazano na prawym obrazku).
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Rysunek 2.8 Przyktad populacji o rozktadzie Poissona i rozktadzie srednich z duzych
prébek

Centralne twierdzenie graniczne opiera sie na pojeciu rozktadu probkowania, ktory
reprezentuje rozktad prawdopodobienstwa statystyki obliczonej z wielu probek pobranych
z populaciji.

Konceptualizacja eksperymentu moze pomoc w zrozumieniu rozktadéw prébkowania:

e WyobraZzmy sobie losowanie probki z populacji i obliczanie statystyki, takiej jak Srednia.

e Nastepnie losowana jest kolejna préba o identycznej wielkosci, a $rednia jest obliczana
ponownie.

e Proces ten jest powtarzany wiele razy, w wyniku czego powstaje mnéstwo $rednich,
z ktérych kazda odpowiada prébce.

Agregacja tych $rednich z préby stanowi przyktad rozktadu probkowania. Zgodnie z centralnym
twierdzeniem granicznym, rozktad probkowania $redniej dazy do rozktadu normalnego, gdy
wielko$¢ préby jest wystarczajgco duza. Co ciekawe, niezaleznie od rozktadu populacji -
normalnego, Poissona, dwumianowego lub innego - rozktad probkowania Sredniej wykazuje
normalnosc.

Na szczeScie nie trzeba wielokrotnie probkowac populacji, aby okresli¢ ksztatt rozktadu
probkowania. Zamiast tego parametry rozktadu prébkowania $redniej sg zalezne
od parametréw samej populaciji.
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« Srednia rozktadu probkowania jest rednig populacii.

e Odchylenie standardowe rozktadu probkowania to odchylenie standardowe populacji
podzielone przez pierwiastek kwadratowy z wielkosci préby.

O = —F—

Vn

Mozna opisac rozktad prébkowania $redniej za pomoca tej notacji:

— o
X~N(u, \/_z)

gdzie:

Xto rozktad prébkowania érednich z préby,

~ 0znhacza ,podaza za rozktadem”,

N jest rozkladem normalnym,

L jest $rednig arytmetyczng populacii,

o jest odchyleniem standardowym populacji,

nto wielko$¢ proby.

Wielkos¢ préby, oznaczana jako 7, reprezentuje liczbe obserwacji pobranych z populacji dla
kazdej proby, zachowujgc jednorodno$¢ we wszystkich prébach. Wielko$¢ proby znaczgco
wptywa na rozktad sredniej w dwdch kluczowych aspektach.

1. Wielko$¢ proby i normalnosc:

. Wieksze rozmiary prébek zwykle dajg rozkfady probkowania, ktére Scisle
przylegajg do rozktadu normalnego.

. I odwrotnie, przy matej liczebnosci préby rozktad prébkowania sredniej moze
odbiega¢ od normalnosci. Ta rozbieznoS¢ powstaje, poniewaz waznos¢
centralnego twierdzenia granicznego zalezy od posiadania ,wystarczajgco
duzej” wielkosci préby.

. Konwencjonalnie, proba o wielkosci 30 lub wiecej jest uwazana
za ,wystarczajgco duzg”.
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. Gdy n<30, centralne twierdzenie graniczne nie ma zastosowania, a rozkfad
prébkowania odzwierciedla rozktad populacji. W zwigzku z tym rozktad
prébkowania jest normalny tylko wtedy, gdy rozktad populacji jest normalny.

. I odwrotnie, gdy n>30, centralne twierdzenie graniczne jest prawdziwe,

a rozktad prébkowania jest zblizony do rozktadu normalnego.

2. WielkosS¢ proby i odchylenia standardowe:

. Wielko$¢ préby bezposrednio wptywa na odchylenie standardowe rozktadu
probkowania, odzwierciedlajgc zmiennos¢ lub rozrzut rozktadu.

. Przy mniejszej liczebnosci proby odchylenie standardowe jest zazwyczaj wyzsze,
co wskazuje na wiekszg zmienno$¢ miedzy Srednimi z proby ze wzgledu na ich
niedoktadne oszacowanie $redniej populaciji.

. I odwrotnie, wieksze liczebnosci préby odpowiadajg nizszym odchyleniom
standardowym, wskazujgc na mniejszg zmienno$¢ miedzy Srednimi z proby

ze wzgledu na ich doktadniejsze oszacowanie $redniej populacii.

Znaczenie Centralnego Twierdzenia Granicznego:

Testy parametryczne, takie jak testy t, ANOVA i regresja liniowa, majg wiekszg moc
statystyczng w pordwnaniu z wiekszoscig testdw nieparametrycznych. Ta zwiekszona moc
statystyczna wynika z zatozen dotyczacych rozktadu populacji, ktdre opierajg sie na centralnym

twierdzeniu granicznym.

Rozktad ciggty

Rozwazmy wiek emerytalny oséb w Stanach Zjednoczonych. Populacja sktada sie
ze wszystkich emerytowanych Amerykandw, a rozktad tej populacji mozna przedstawic
W nastepujgcy sposob:
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Wiek przejscia na emeryture (w latach)

Rysunek 2.9 Wykres rozkiadu ciggtego

Rozktad wieku emerytalnego jest pochyla sie w lewg strone, a wiekszo$¢ osob przechodzi
na emeryture w ciggu okoto pieciu lat od Sredniego wieku emerytalnego wynoszacego 65 lat.
Istnieje jednak wydtuzony ogon oséb przechodzacych na emeryture znacznie wczesniej,
na przyktad w wieku 50 lub nawet 40 lat. Odchylenie standardowe w populacji wynosi 6 lat.

Wyobrazmy sobie, ze przeprowadzamy probe na matg skale z tej populacji. Pieciu emerytow
jest wybieranych losowo, a ich wiek emerytalny jest rejestrowany. Na przykfad: 68, 73, 70,
62, 63.

Srednia z tej proby stuzy jako przyblizenie éredniej populacji, aczkolwiek z ograniczong precyzja
ze wzgledu na matg wielkos¢ proby wynoszaca 5.

Na przyktad: Srednia = (68 + 73 + 70 + 62 + 63) / 5. Srednia = 67,2 lat.

Zatézmy teraz, ze ten proces probkowania jest powtarzany 10 razy, a kazda
prébka obejmuje pieciu emerytéw. Obliczana jest Srednia z kazdej prdby,
co daje rozktad znany jako rozktad prébkowania sredniej.

Na przyktad: 60,8; 57,8; 62,2; 68,6; 67,4; 67,8; 68,3; 65,6; 66,5; 62,1.

Poniewaz proces ten jest powtarzany wiele razy, histogram przedstawiajgcy Srednie tych
prébek bedzie zblizony do rozktadu normalnego.

I ——
STATYSTYCZNE METODY ANALIZY DANYCH LOGISTYCZNYCH 45



N
r BAS4SC - Business Analytics Skills for the Future-Proof Supply Chains

015

3 I

& o1 A

3]

m

3

5 008 -

=]

’ ﬁ !

0.00 - mEII E-

| | 1 ] 1
40 50 &0 70 80

Rysunek 2.10 Normalny rozkiad srednich

Pomimo tego, ze rozktad prébkowania wykazuje nieco bardziej normalny ksztatt w poréwnaniu
z populacjg, nadal zachowuje lekkie odchylenie w lewo. Ponadto wida¢, ze zmiennosc¢

w rozktadzie prébkowania jest wezsza niz w populacji.

Cho¢ rozktad prébkowania wykazuje nieco bardziej normalny ksztatt w poréwnaniu
z populacjg, nadal zachowuje lekkie odchylenie w lewo. Ponadto widaé, ze zmienno$é

w rozktadzie prébkowania jest wezsza niz w populacji.
2.8 Statystyka testowa

Statystyka testowa reprezentuje wartos¢ liczbowg pochodzacy z testu hipotezy statystycznej,
wskazujgcej stopien dopasowania obserwowanych danych do rozkfadu oczekiwanego
przy hipotezie zerowej tego testu.

Statystyka te odgrywa kluczowg role w obliczaniu wartosci p wynikow,
utatwiajgc okreslenie, czy nalezy przyjaé, czy odrzuci¢ hipoteze zerowg?

Ale co doktadnie stanowi statystyke testowg?

Statystyka testowa okresla podobiefstwo miedzy rozktadem danych a rozktadem
przewidywanym przy hipotezie zerowej zastosowanego testu statystycznego. Rozktad danych
wyjasnia czestotliwos¢ kazdej obserwacji, charakteryzujgc sie tendencja centralng
i zmiennoscig wokot niej. Poniewaz rozne testy statystyczne przewidujg rozne typy rozktadow,
wybor odpowiedniego testu jest zgodny z postawiong hipoteza.
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Statystyka testowa kondensuje obserwowane dane w pojedyncza liczbe, wykorzystujac takie
miary, jak tendencja centralna, zmienno$¢, wielkoS¢ préby i liczba zmiennych predykcyjnych

w modelu statystycznym.

Zazwyczaj statystyke testowg wylania sie z dostrzegalnych wzorcéow w danych (np. korelacji
miedzy zmiennymi lub rozbieznosci miedzy grupami), podzielonych przez wariancje danych
(tj. odchylenie standardowe).

Rozwazmy nastepujacy przyktad:

Badany jest zwigzek miedzy temperaturg a datami kwitnienia okreslonego rodzaju jabtoni.
Analizujgc kompleksowy zbiér danych obejmujacy 25 lat, Sledzac temperature i daty kwitnienia
poprzez losowe pobieranie probek 100 drzew rocznie z pola eksperymentalnego.

e Hipoteza zerowa (H,): Nie istnieje korelacja miedzy temperaturg a terminem

kwitnienia.

e Hipoteza alternatywna (H, lub H;): Istnieje korelacja miedzy temperaturg

a terminem kwitnienia.

Aby sprawdzi¢ te hipoteze, nalezy przeprowadzi¢ test regresji, uzyskujgc wartos¢ ¢ jako
statystyke testowg. Ta wartos$¢ ¢ zestawia zaobserwowang korelacje miedzy zmiennymi
z hipotezg zerowg o zerowej korelacji.

2.9 Rodzaje statystyk testowych

Ponizej, w tabeli 2.1, znajduje sie podsumowanie najpopularniejszych statystyk testowych
wraz z odpowiadajgcymi im hipotezami i kategoriami testow statystycznych, w ktorych sg one
stosowane. Podczas gdy rézne testy statystyczne mogg wykorzystywac rézne metodologie
do obliczania tych statystyk, podstawowe hipotezy i interpretacje statystyk testu pozostajg
spdjne.
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Tabela 2.1 Zestawienie najpopularniejszych statystyk testowych

Statystyka ) . Testy statystyczne, ktore jg
Hipotezy zerowe i alternatywne .
testowa wykorzystuja

Hipoteza zerowa: Srednie dwdch grup sa

réwne o TestT

o Testy regresji

Wartos¢ t

Hipoteza alternatywna: Srednie dwdch grup

nie sa rowne.

Hipoteza zerowa: Srednie dwdch grup s3
rowne.

Wartos¢ z © TestZz
Hipoteza alternatywna: Srednie dwdch grup

nie sa rowne.

Hipoteza zerowa: Zmienno$¢ miedzy dwiema
lub wiecej grupami jest wieksza lub réwnal , ANOVA
zmiennosci wewnatrz grup. N

Wartosé F | qurz grup ) ANCOVA
Hipoteza alternatywna: ZmiennosC miedzy] . MANOVA
dwiema lub wiecej grupami jest mniejsza niz

zmienno$¢ wewnatrz grup.

. . . . . e Test chi-kwadrat
Hipoteza zerowa: Dwie proby s niezalezne.

Wartoé¢ X?Hipoteza alternatywna: Dwie préby nie sa| Nieparametryczne

niezalezne (tj. sg skorelowane) testy korelacji

W rzeczywistych scenariuszach zazwyczaj oblicza sie statystyke testowg za pomoca pakietu
oprogramowania statystycznego, takiego jak R, SPSS lub Excel, ktéry dostarczy réwniez
warto$¢ p z nig powigzang. Niemniej jednak, wzory do recznego obliczania tych statystyk

mozna znalez¢ w Internecie.
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Na przykiad, testujac hipoteze dotyczacg temperatury i daty kwitnienia,
przeprowadzasz analize regresji. Test regresji daje nastepujgce wyniki:

* wspotczynnik regresji 0,36,

e wartos¢ t poréwnujaca ten wspdtczynnik z przewidywanym zakresem

wspdtczynnikow regresji przy hipotezie zerowej o braku zwigzku.

Wynikowa wartos¢ ¢z testu regresji 0,36, reprezentuje statystyke testowa.
2.10 Biad standardowy

Btad standardowy S$redniej (SE lub SEM) stuzy jako wskaznik prawdopodobnej rozbieznosci
miedzy $rednig populacji a Srednig préby. Zapewnia wglad w stopien zmiennosci, jaki mozna
by przewidzie¢ w $redniej probie, gdyby badanie zostato powtdrzone przy uzyciu $wiezych
prébek pobranych z tej samej populacji.

Podczas gdy btad standardowy Sredniej jest najczeSciej wymieniang formg biedu
standardowego, podobne miary istniejg dla innych parametréw statystycznych, takich jak
mediany lub proporcje. Btad standardowy funkcjonuje jako powszechny miernik btedu
prébkowania, przedstawiajgc rozbiezno$¢ miedzy parametrem populacji a statystyka proby.

Aby zmniejszy¢ btad standardowy, zaleca sie zwiekszenie wielkosci préby. Zatrudnienie duzej,
randomizowanej préby stuzy jako najskuteczniejsza strategia minimalizowania stronniczosci

prébkowania i zwiekszania wiarygodnosci ustalen.

Btad standardowy i odchylenie standardowe sg miarami zmiennosci:

« Odchylenie standardowe opisuje zmienno$¢ w obrebie pojedynczej probki.
« Bilad standardowy szacuje zmienno$¢ w wielu prébkach populacji.

Odchylenie standardowe stuzy jako statystyka opisowa pochodzaca bezposrednio z danych
probki, podczas gdy btad standardowy reprezentuje statystyke wnioskowania, zwykle

szacowang, chyba ze znany jest doktadny parametr populacji.
2.11 Wz6r na biad standardowy

Btad standardowy $redniej jest okreslany poprzez zastosowanie odchylenia standardowego

wraz z wielko$cig proby. Ze wzoru wynika, ze wielkos¢ préby i btad standardowy majg
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odwrotng zalezno$¢. Mdéwigc prosciej, wraz ze wzrostem wielkosci proby, btad standardowy
maleje. Zjawisko to wystepuje, poniewaz wieksza préba zwykle daje statystyke proby blizsza
parametrowi populacji.

Stosowane sg rézne wzory w zaleznosSci od tego, czy znane jest odchylenie standardowe
populacji. Wzory te majg zastosowanie do probek zawierajgcych wiecej niz 20 elementéw
(n > 20).

Gdy znane sg parametry populacji

Gdy znane jest odchylenie standardowe populacji, mozna uzy¢ go w ponizszym wzorze,

aby doktadnie obliczy¢ btad standardowy.

Wz6r Objasnienie

sp= 2 e« SF tobtad standardowy,
e ¢ to odchylenie standardowe populacji,

e nto liczba elementéw w prébie.

Gdy parametry populacji sq nieznane

Gdy odchylenie standardowe populacji jest nieznane, mozna uzyé ponizszego wzoru
do oszacowania btedu standardowego. Wzdr ten przyjmuje odchylenie standardowe z préby
jako oszacowanie punktowe dla odchylenia standardowego populacji.

Wzor Objasnienie

SE—__ e SE tobiad standardowy,

s
Vn

¢ s to odchylenie standardowe proby,

e n to liczba elementéw w prdbie.

Przyktad: Korzystanie z formuty btedu standardowego. Aby oszacowac biad standardowy
dla wynikéw SAT z matematyki, nalezy wykonac dwa kroki.
Najpierw nalezy znalez¢ pierwiastek kwadratowy z wielkosci préby (n).
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Wzor Objasnienie
n =200 Jn =+200 = 14,1

Nastepnie nalezy podzieli¢ odchylenie standardowe probki przez liczbe znaleziong w kroku

pierwszym.
Wzor Objasnienie
S S 180
SE =— =180 =141 —= =128
yn s vn Jn 141

Btad standardowy wynikéw SAT z matematyki wynosi 12,8.
Mozna przedstawi¢ btad standardowy obok S$redniej lub wigczy¢é go do przedziatu ufnosci,

aby przekaza¢ niepewno$¢ zwigzang ze Srednia.

Przyktad: Przedstawienie $redniej i btedu standardowego. Sredni wynik egzaminu SAT
z matematyki dla losowej préby zdajgcych wynosi 550 + 12,8 (SE).

Podawanie btedu standardowego w przedziale ufnosci jest preferowane, poniewaz eliminuje
potrzebe wykonywania przez czytelnikdow dodatkowych obliczen w celu uzyskania znaczacego

zakresu.

Przedziat ufnosci oznacza zakres wartosci, w ktdrych nieznany parametr populacji bedzie
znajdowat sie najczesciej, jesli badanie zostanie powtdrzone z nowymi losowymi probkami.

Przy poziomie ufnosci 95% oczekuje sie, ze 95% wszystkich srednich z proby bedzie miesci¢
sie w przedziale ufnosci obejmujgcym % 1,96 btedu standardowego Sredniej z proby. Przedziat
ten stuzy jako oszacowanie, w ktdérym prawdziwy parametr populacji znajduje sie z 95%

pewnoscia.

Przyktad: Konstruujesz 95% przedziat ufnosci (CI), aby oszacowac $redni wynik
SAT z matematyki w populacji. Biorgc pod uwage charakterystyke o rozktadzie
normalnym, taka jak wyniki SAT, okoto 95% wszystkich Srednich z préby miesci
sie w zakresie okoto 4 bteddw standardowych $redniej z préby.
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Wzor na przedziatl ufnosci

CI= %+ (1,96 x SE)

X = $rednia z préby = 550
SE =btad standardowy = 12,8

Dolna wartos¢ graniczna Gdérna wartosc graniczna

% - (1,96 x SE) X+ (1,96 x SE)
550 — (1,96 x 12,8) = 525 550 + (1,96 x 12,8) = 575

W przypadku losowego doboru préby 95% przedziat ufnosci (CI) [525 575] mdwi, ze istnieje
prawdopodobienstwo 0,95, dla ktérego Sredni wynik SAT z matematyki w populacji wynosi
od 525 do 575.
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