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5. Linearna regresija z enim in vec

regresorji

Upravljavske odlocitve pogosto temeljijo na razmerju med dvema ali vec¢ spremenljivkami. Vodja
trzenja lahko na primer poskusa napovedati prodajo pri doloCeni ravni izdatkov za oglasevanje,
potem ko preuci razmerje med temi izdatki in prodajo.

V drugem primeru lahko javno podjetje za napovedovanje porabe elektrine energije uporabi
razmerje med najviS§jo dnevno temperaturo in povprasevanjem po elektricni energiji. V€asih se
upravljavec zanasa na intuicijo. Intuitivno oceni, kako sta spremenljivki povezani. Ce pa je mogoce
pridobiti podatke, je smiselno uporabiti statistiCni postopek, imenovan regresijska analiza, ki
pokaze, kako sta spremenljivki povezani med seboj.

V regresijski terminologiji se napovedana spremenljivka imenuje odvisna spremenljivka.

Spremenljivka ali spremenljivke, ki se uporabljajo za napovedovanje vrednosti odvisne

spremenljivke, se imenujejo neodvisne spremenljivke.

Pri analizi ucinka izdatkov za oglaSevanje na prodajo bi bila torej prodaja odvisna spremenljivka.
Neodvisna spremenljivka so izdatki za oglaSevanje. V statisticnem zapisu y oznacuje odvisno
spremenljivko, in x oznacuje neodvisno spremenljivko.

V tem razdelku si bomo ogledali najpreprostejSo vrsto regresijske analize, ki vkljuCuje eno
neodvisno spremenljivko in eno odvisno spremenljivko. Razmerje med spremenljivkama se pribliza
s premico. To se imenuje preprosta linearna regresija. Regresijska analiza, ki vkljuCuje dve ali ve¢

neodvisnih spremenljivk, se imenuje multipla regresijska analiza.
5.1 Enostavni linearni regresijski model

Best Burger je veriga restavracij s hitro prehrano na obmocju vec drzav. Lokacije Best Burger so v
blizini univerzitetnih kampusov. Poslovodje menijo, da cetrtletna prodaja teh

restavracij (oznacena z y) je pozitivno povezana z velikostjo Studentske populacije

(oznaceno z x). Restavracije v blizini Studentskih kampusov z velikim Stevilom

Studentov obicajno ustvarijo vecjo prodajo kot restavracije v blizini kampusov z
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majhnim Stevilom Studentov. Z regresijsko analizo lahko razvijemo enacbo, ki pokaze, kako odvisna

spremenljivka y povezana z neodvisno spremenljivko x.
5.2 Regresijski model in regresijska enacba

V primeru restavracije Best Burger so prebivalstvo vse restavracije Best Burger. Za vsako
restavracijo v populaciji obstaja vrednost x (Studentska populacija) in ustrezna vrednost y

(Cetrtletna prodaja). Enacba, ki opisuje, kako y je povezana z x se imenuje regresijski model.

y=PBo+px+e

Bo in B;imenujemo parametri modela, e (grska ¢rka epsilon) je naklju¢na spremenljivka, imenovana
napaka modela. Napaka predstavlja variabilnost y ki je ni mogoce pojasniti z linearno povezavo

med xiny.

Populacijo vseh restavracij Best Burger lahko obravnavamo tudi kot zbirko pod-populacij, po eno
za vsako vrednost posebej. x. Ena podpopulacija je na primer sestavljena iz vseh restavracij Best
Burger v blizini univerzitetnih kampusov z 8000 Studenti. Drugo podpopulacijo sestavljajo vse
restavracije Best Burger v blizini univerzitetnih kampusov z 9000 Studenti in tako naprej. Vsaka
podpopulacija ima ustrezno porazdelitev vrednosti y. Vsaka porazdelitev vrednosti y ima svojo
srednjo ali pricakovano vrednost. Enacba, ki opisuje pricakovano vrednost, je y, oznaCena z E(y),
ki je povezana z x se imenuje regresijska enacba. Regresijska enacba za preprosto linearno

regresijo je naslednja

E(y) = Bo + pr1x

Graf preproste linearne regresijske enacbe je ravna C&rta. B, predstavlja zacetno vrednost
regresijske premice, p; je smerni koeficient premice in E(y) srednja vrednost ali pri¢akovana

vrednost y za dano vrednost x.

Primeri moznih regresijskih linij so prikazani na spodniji sliki 5.1. Regresijska ¢rta v primeru A kaze,
da je vrednost y je pozitivno povezana z x. Ko se vrednosti povecujejo x, se vrednosti povecujejo
tudi E(y). Regresijska premica v primeru B kaze, da je vrednost y, ki je negativho povezana z x.
Kadar so manjSe vrednosti E(y) so povezane z visjimi vrednostmi x. Regresijska Crta v panelu C
prikazuje primer, ko je vrednost y ni povezana z x. To pomeni, da je vrednost y je enaka za vsako

vrednost x.
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Panel A: Panel B: Panel C:
Positive Linear Relationship Negative Linear Relationship No Relatianship
EQ) EQ) £
Intercept
Regression line 'B{J
Slope 8, Intercept Slope 8 is 0
Slope B is negative ﬁU
Tntercept T positi\'é Regression line
Py
Regression line
x x X

Slika 5.1 Primeri grafov linearnega razmerja.

5.3 Ocenjena regresijska enacba

Ce bi bile vrednosti parametrov populacije znane g, in 5, bi lahko z zgornjo enacbo izracunali
vrednosti y za dano vrednost x. V praksi so ti parametri tezko dostopni, zato jih preprosto ocenimo
z uporabo vzorénih podatkov. Vzorcna statistika (oznacena z b, in b;) se izraCunajo kot ocene
populacijskin parametrov B, in ;. Zamenjava vrednosti vzorcnih statistik b, in b,

namesto Byin B,V regresijski enacbi dobimo novo, ocenjeno regresijsko enacbo.

Ocenjena regresijska enacba za enostavno linearno regresijo je naslednja
y = bo + blx

Graf ocenjene enostavne linearne regresije se imenuje ocenjena regresijska Crta. b, predstavlja

zaCetno vrednost regresijske premice, b; je smerni koeficient premice.

V nadaljevanju prikazujemo, kako z metodo najmanjsih kvadratov izraCunati vrednosti b, in b; v

ocenjeni regresijski enacbi.

Na splodno $ (ocena za E(y)) povpretna vrednost y za dano vrednost x. Ce bi zdaj Zeleli oceniti
pricakovano vrednost Cetrtletne prodaje za vse restavracije Best Burger, ki se nahajajo v blizini
kampusov z 10000 Studenti, bi bila vrednost x v zadnji enacbi nadomestili z vrednostjo 10000. V
nekaterih primerih pa nas morda bolj zanima napoved prodaje samo za eno doloceno restavracijo.
Recimo, da Zelite napovedati Cetrtletno prodajo za restavracijo, ki jo nameravate zgraditi v blizini
kolidza z 10000 Studenti. Kot se izkaze, je tudi v tem primeru najboljSi napovedovalec vrednosti

y za dano vrednost x vrednost .
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5.4 Metoda najmanjsih kvadratov

Metoda najmanjsih kvadratov je postopek, pri katerem na podlagi vzorcnih

podatkov pois¢emo enacbo ocenjene regresijske premice. Za ponazoritev metode

najmanjsih kvadratov predpostavimo, da so bili podatki zbrani na vzorcu 10

restavracij Best Burger v blizini univerzitetnih kampusov. S x; oznacimo velikost

Studentske populacije (v tisocih) in z y; velikost Cetrtletne prodaje (v tisoc¢ih EUR). x; iny; za 10
vzorcnih restavracij so povzete v spodniji preglednici. Vidimo, da je restavracija 1,zx; =2 iny, =
58, blizu kampusa z 2000 Studenti in ima Cetrtletno prodajo v visini 58 000 EUR. Restavracija 2, z
x, = 6 in y, = 105, je blizu kampusa s 6000 Studenti in ima Cetrtletno prodajo 105.000 €.
Restavracija z najvisjo vrednostjo prodaje je restavracija 10, ki je blizu kampusa s 26.000 studenti

in ima Cetrtletno prodajo 202.000 €.

V nadaljevanju je prikazana razprsena slika podatkov na sliki 5.2 spodaj. Na vodoravni osi je
prikazana populacija Studentov, na navpiCni osi pa Cetrtletna prodaja. Diagrama razprsitve za
regresijsko analizo sta sestavljena z neodvisno spremenljivko x na vodoravni osi in odvisno
spremenljivko y na navpicni osi. Diagram razprsitve nam tako omogoca, da naredimo predhodne

sklepe 0 moznem razmerju med spremenljivkama.

Student Quarterly
Restaurant Population (1000s) Sales (£1000s)

i X; ¥i

1 s 58

2 & 105

3 a 88

4 3 118

5 12 117

6 16 137

7 20 157

3 20 169

9 22 149
10 26 202

Slika 5.2 Diagram razprsitve podatkov.

Kaksne predhodne ugotovitve lahko potegnemo iz spodnje slike 5.3? V kampusih z vecjim Stevilom
Studentov je Cetrtletna prodaja viSja. Poleg tega obstaja konstantna povezava

med Stevilom Studentov in Cetrtletno prodajo, ki jo je mogoce opisati z ravno

¢rto. Med x iny pozitivnim linearnim razmerjem je res mogocCe sklepati na

pozitivno linearno razmerje. Zato smo izbrali preprost linearni regresijski model za

predstavitev povezave med Cetrtletno prodajo in Stevilom Studentov. Glede na to izbiro je nasa

naslednja naloga, da s pomocjo preglednice z vzorcnimi podatki doloCimo vrednosti b, in by, ki sta
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pomembna parametra pri ocenjevanju enacbe preproste linearne regresije. Za i-to restavracijo je
ocenjena regresijska enacba naslednja

Yi = by + byx;
Kje:
y; _ ocenjena vrednost Cetrtletne prodaje (1000 EUR) za i-to restavracijo
b, _ zacetna vrednost ocenjene regresijske premice
b, _ smerni koeficient ocenjene regresijske premice

x; _velikost populacije u¢encev (1000) za i-to restavracijo

20
200 - .
180
160 |-
JELN
2ot
100 - -

Quarterly Sales (£1000s)

80
60F e
40 -
20

N T N N TN N N W 1 Y L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 4 26
Student Population (1000s)

Slika 5.3 Graf razprsitve.

y; oznacuje opazovano (dejansko) prodajo v restavraciji i in §;, ki predstavlja ocenjeno vrednost
prodaje za restavracijo ivsaka restavracija v vzorcu bo imela opazovano vrednost prodaje y; in
predvideno vrednost prodaje 9;. Da bi ocenjena regresijska premica zagotovila dobro prileganje
podatkom, Zelimo, da so razlike med opazovanimi vrednostmi prodaje in napovedanimi vrednostmi
prodaje ¢im manjse.

Metoda najmanijsih kvadratov uporablja vzoréne podatke, ki zagotavljajo vrednosti b, in b;.

Minimizirati vsoto kvadratov odstopanj med opazovanimi vrednostmi odvisne spremenljivke y; in
napovedano vrednostjo odvisne spremenljivke 9;. IzhodisCe za izracun najmanjSe vsote po metodi

najmanjsih kvadratov je podano z izrazom

Merilo najmanjse vsote: min Y (y; — 9;)?

Kje:

y; = opazovana vrednost odvisne spremenljivke za i-to opazovanje
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$; =napovedana vrednost odvisne spremenljivke za i-to opazovanje
smerni koeficient regresijske premice in zacetna vrednost:

b = 20— =)
T X0q—0)?

by =7 — bix
x; _ vrednost neodvisne spremenljivke za i-to opazovanje
y; _ vrednost odvisne spremenljivke za i-to opazovanje

¥ _ povpre€na vrednost za neodvisno spremenljivko

y _ povprecna vrednost odvisne spremenljivke

n _skupno Stevilo opazovanj

V nadaljevanju so prikazani nekateri izracuni, potrebni za izraCun ocenjene regresijske premice
najmanjsih kvadratov. Pri vzorcu 10 restavracij imamo n=10 opazovanj. Zgornje enacbe najprej

zahtevajo izracun povprecne vrednosti x in povprecno vrednost y.

Yx 140 Sy, 1300
= —= vV = =— =1
w10 W YET = T 130

X =
Alternativna enacba za izracun b, :

b _nXxy;— Ex)Xyi)
Toaxa? - Cx)?

Z uporabo zadnjih enacb in informacij na sliki 5.4 lahko izraCunamo smerni koeficient regresijske

premice za primer restavracije Best Burger. Izracun naklona (b,) je naslednje.
Slika 5.5 prikazuje graf te enacbe na diagramu razprsitve.

Naklon ocenjene regresijske enacbe ali smerni koeficient enacbe (b; = 5) je pozitiven.

_S(q—D0i—7) _ 2840 _

by = S(x;—%)? 568 >

Temu sledi izraCun zacetne vrednosti (b, )-
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Restaurant 7 x; ¥i AlL=x ¥i= ¥ (x; - _\T}(y,- -3 ;= ¥

1 2 58 =12 =32 bl | 144

2 6 105 = ] 200 64

3 & 38 1] —42 352 36

4 & 118 -G =12 72 36

5 12 117 =2 —13 26 4

] 16 137 2 7 14 4

7 20 157 6 27 162 36

8 20 169 L] 39 234 36

s 22 149 3 12 152 64

10 26 202 12 72 aod 144

Totals 140 1300 2840 568
¥y Ey, = aiy =) Ex; —#)°

Slika 5.4 Graf enacbe na diagramu razprsitve.

Tako se oceni regresijska enacba:
y =60+ 5x
Na sliki je prikazan graf te enacbe na diagramu razprsitve.

Naklon ocenjene regresijske enacbe (b; = 5) je pozitivna, kar pomeni, da se s povecevanjem Stevila
Studentov povecuje tudi prodaja. Dejansko lahko sklepamo (na podlagi izmerjene prodaje v
tisoCakih in Stevila Studentov v tisoCakih), da je povecanje Stevila Studentov za 1000 povezano s
povecanjem priCakovane prodaje za 5000; tj. Cetrtletna prodaja naj bi se povecala za 5 EUR na
Studenta.

Ce menimo, da regresijska enacba, ocenjena z metodo najmanjsih kvadratov, ustrezno opisuje
razmerje med x in y, se zdi smiselno, da z ocenjeno regresijsko enacbo napovemo vrednost y za
dano vrednost x. Na primer, Ce bi Zeleli napovedati Cetrtletno prodajo za restavracijo, ki je v blizini
kampusa s 16.000 Studenti, bi izracunali z

$ =60+ 5(16) = 140

Zato predvidevamo, da bo Cetrtletna prodaja te restavracije znasala 140.000 evrov. V naslednjih
razdelkih obravnavamo metode za ocenjevanje ustreznosti uporabe ocenjene regresijske enacbe

za ocenjevanje in napovedovanije.
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220
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180 -
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140 |

il Slope by =5

100

Cruarterly Sales (£10015)

yantercept
by=60  4p|
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Slika 5.5 Graf razprsitve stevila studentov in cetrtletne prodaje.

5.5 Koeficient determinacije

Za primer restavracij Best Burger smo razvili ocenjeno regresijsko  enacbo
y = 60 + 5x za priblizno linearno razmerje med velikostjo Studentske populacije x in Cetrtletno
prodajo y. Vprasanje je, kako dobro se ocenjena regresijska enacba ujema s podatki. V tem
razdelku bomo pokazali, da koeficient determinacije zagotavlja merilo dobrega ujemanja ocenjene
regresijske enacbe. Za i-to opazovanje je razlika med opazovano vrednostjo odvisne spremenljivke

v;in napovedano vrednostjo odvisne spremenljivke imenujemo i-ti ostanek.

Vsota kvadratov teh ostankov ali napak je koli¢ina, ki se minimizira z metodo
najmanjSih kvadratov. Ta koli¢ina, znana tudi kot vsota kvadratov napak, je
oznacena s SSE.

SSE = ) (= 91)?

Vrednost SSE je merilo napake pri uporabi ocenjene regresijske enacbe za napovedovanje vrednosti
odvisne spremenljivke v vzorcu. Slika 5.6 prikazuje izraCune, potrebne za izraCun vsote kvadratov
zaradi napake za primer Best Burger.
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X; = Student J; = Quarterly Predicted Squared
Restaurant Population Sales Sales Error Error

i (1000s) (£10005) B=604+58y  y—F (5—#)
1 2 58 70 —12 144
2 6 105 90 15 225
3 8 88 100 =2 144
4 8 118 100 18 324
] 12 117 120 =3 9
6 16 137 140 = 9
7 20 157 160 == o
8 20 169 160 9 81
9 22 149 170 —21 441
10 26 202 190 12 144
SSE = 1530

Slika 5.6 Kvadrati napak v primeru Best Burger.

Recimo, da moramo pripraviti oceno Cetrtletne prodaje, ne da bi poznali velikost Studentske
populacije. Brez poznavanja povezanih spremenljivk bi kot oceno Cetrtletne prodaje v kateri kol
restavraciji uporabili povprecje vzorca. Tabela na sliki 5.6 je pokazala, da za podatke o prodaji y;
=1300. Zato je povprecna vrednost Cetrtletne prodaje za vzorec 10 restavracij Best Burger y;/n =
1300/10 = 130. V preglednici 14.4 prikazujemo vsoto kvadratov odstopanj, ki jih dobimo z uporabo
vzorcnega povprecja 130 za napovedovanje vrednosti Cetrtletne prodaje za vsako restavracijo v
vzorcu. Za i-to restavracijo v vzorcu je razlika y; predstavlja merilo napake, ki je vkljucena v
aplikacijo za napovedovanje prodaje. Ustrezna vsota kvadratov, imenovana skupna vsota

kvadratov, je oznacena s SST.

SST =Y (= 3)?

X; = Student ¥; = Quarterly Squared

Restaurant Population Sales Deviation Devim@n

i (1000s) (£10005) =y i —
1 2 58 =P 5184
2 6 105 —25 625
3 8 88 —42 1764
4 8 118 =5 144
5 12 117 =13 169
6 16 137 7 49
7 20 157 2 729
3 20 169 39 1521
9 22 149 19 361
10 26 202 72 5184
SST = 15,730

Slika 5.7 Vsota kvadratov.

Vsota na dnu zadnjega stolpca na sliki 5.7 je skupna vsota kvadratov za restavracije BestBurger
SST = 15 730. Na sliki 5.8 je prikazana ocenjena regresijska ¢rta y = 60 + 5x in Crto, ki ustreza y
= 130. Upostevaijte, da so tocke bolj zbrane okoli ocenjene regresijske premice kot okoli premice

y = 130. Na primer za deseto restavracijo v vzorcu vidimo, da je napaka veliko vecja, Ce za
'
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napovedovanje y = 10 uporabimo 130, kot ¢e uporabimo 130 y = 60 + 5x in znasa 190. Na SST
lahko gledamo kot na merilo, kako dobro so opazovanja zbrane okoli premice, na SSE pa kot na
merilo, kako dobro so opazovanja zbrana okoli premice.

Da bi izmerili, koliko vrednosti na ocenjeni regresijski premici odstopajo od naslednjih, se izraCuna
Se ena vsota kvadratov. Ta vsota kvadratov, imenovana vsota kvadratov zaradi regresije, se oznaci
kot SSR.

SSR= ) (i = 9)?

Quarterly Sales (£ 1000s)

40

W0

N V| S AP PO N, (N /R [
B2 4 & 8 10 12 14 16° 1% 20027 24" 26

X

Student Population (1000s)

Slika 5.8 Regresijska crta za primer Best Burger.

Na podlagi prejSnje razprave lahko pri¢akujemo, da so SST, SSR in SSE povezani. Dejansko je
povezava med temi tremi vsotami kvadratov eden najpomembnejsih rezultatov v statistiki.

5.6 Razmerje med SST, SSR in SSE:

SST = SSR + SSE
Kje je:
SST = skupna vsota kvadratov
SSR = vsota kvadratov zaradi regresije
SSE = vsota kvadratov zaradi napake

Enacba (SST = SSR + SSE) kaze, da lahko skupno vsoto kvadratov razdelimo na dve komponenti,
vsoto kvadratov zaradi regresije in vsoto kvadratov zaradi napake. Ce sta torej znani vrednosti
-
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katerih koli dveh od teh vsot kvadratov, lahko tretjo vsoto kvadratov zlahka ugotovimo z izracunom.
V primeru restavracij Best Burger na primer ze vemo, da je SSE = 1530 in SST = 15,730; zato z

reSevanjem za SSR v zgornji enacbi ugotovimo, da je vsota kvadratov zaradi regresije
SSR = SST — SSE = 15730 — 1530 = 14200

Poglejmo, kako lahko s pomocjo treh vsot kvadratov, SST, SSR in SSE, zagotovimo merilo
ustreznosti ocenjene regresijske enacbe. Ocenjena regresijska enacba bi se popolnoma ujemala,
Ce bi vsaka vrednost odvisne spremenljivke yi_ leZala naklju¢no na ocenjeni regresijski premici. V
tem primeru bi bila za vsako opazovanje enaka nic, kar bi pomenilo SSE =0. Ker je SST = SSR +
SSE, vidimo, da mora biti za popolno ujemanje SSR enak SST, razmerje (SSR/SST) pa mora biti
enako ena. Slabse prileganje bo imelo za posledico vedje vrednosti SSE. Ce v enacbi (14.11) re§imo
SSE, vidimo, da je SSE = SST - SSR. Zato je najvecja vrednost SSE (in s tem najslabse prileganje),
ko je SSR = 0 in SSE = SST.

Za ocenjevanje se uporablja razmerje SSR/SST, ki ima vrednosti med ni€ in ena, ki ustrezajo

ocenjeni regresijski enacbi.
To razmerje se imenuje koeficient determinacije in se oznaCuje z r2.

, SSR
T ssT

Za primer restavracij Best Burger je vrednost koeficienta determinacije

, _SSR_14200
T SsT T 15730

Ko je koeficient determinacije izraZzen v odstotkih, lahko r? lahko interpretiramo kot odstotek
skupne vsote kvadratov, ki ga lahko pojasnimo z ocenjeno regresijsko enacbo. Za restavracije Best
Burger Restaurants lahko sklepamo, da je 90,27 % skupne vsote kvadratov mogoce pojasniti z
ocenjeno regresijsko enacbo. y = 60 + 5x za napoved Cetrtletne prodaje. Z drugimi besedami,
90,27 % variabilnosti prodaje je mogoce pojasniti z linearno povezavo med velikostjo Studentske
populacije in prodajo. Zadovoljni moramo biti, da se tako dobro ujema z ocenjeno regresijsko

enacbo.
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5.7 Korelacijski koeficient

Korelacijski koeficient je opisno merilo moci linearne povezave med dvema spremenljivkama, x in
Yy, z vrednostmi med -1 in +1. Vrednost +1 pomeni popolno pozitivno linearno povezavo, kjer vse
podatkovne tocke lezijo na premici a s pozitivnim naklonom, medtem ko vrednost -1 nakazuje
popolno negativno linearno povezavo, pri kateri vse tocke leZijo na premici a z negativnim

naklonom. Vrednosti blizu ni¢ kazejo, da x in y nista linearno povezani.

Ce je regresijska analiza Ze izvedena in je koeficient determinacije r2 znan, lahko koeficient

korelacije vzorca izraCunamo na naslednji nacin

Tyy = (signof bl)\/coefficient of determination

Tyy = (signof bl)\/ﬁ
PEARSONOV KORELACIISKI KOEFICIENT: VZORCNI PODATKI

Sty 20— D0~ 7) S - B - 7)

- SxSy - \/Z(xl- - %) 2y —y)? - V2O — %)% Xy — 9)?

n—1 n—1

Xy

nYxyi — Ex)Xyi)
Jan? —(Ex)? \/nZyE — (S

rXy =

Kje so:

_ 2= i—y) _ |2 (x=%)? _ 2i-)?
Sxy T T ST T YT \]T

Znak za vzorec korelacijskega koeficienta je pozitiven, ¢e ima ocenjena regresijska enacba pozitiven
naklon (b; > 0) in negativen, Ce ima ocenjena regresijska enacbha
negativni naklon (b; < 0).

Za primer Best Burger je vrednost koeficienta determinacije, ki ustreza ocenjeni regresijski enacbi
y = 60 + 5x znasSa 0,9027. Ker je naklon ocenjene regresijske enacbe pozitiven, enacba (14.13)

kaze, da je koeficient korelacije vzorca Z koeficientom korelacije vzorca

Rxy=0,9501, bi sklepali, da obstaja mocna pozitivna linearna povezava med x in y.
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V primeru linearnega razmerja med dvema spremenljivkama tako koeficienti determinacije kot

koeficient vzorcne korelacije zagotavljajo merilo za moc razmerija.

Koeficient determinacije predstavlja mero med nic in ena, medtem ko koeficient vzoréne korelacije
predstavlja mero med -1 in +1. Ceprav je koeficient vzoréne korelacije omejen na linearno razmerje
med dvema spremenljivkama, se koeficient determinacije lahko uporablja za nelinearna razmerja
in razmerja, ki imajo dve ali ve¢ neodvisnih spremenljivk. Tako koeficient determinacije omogoca

Sirsi obseg uporabe.
5.8 Veckratni regresijski model

V naslednjih razdelkih nadaljujemo s preucevanjem regresijske analize in
obravnavamo situacije, ki vkljuCujejo dve ali ve¢ neodvisnih spremenljivk. To
tematsko podrocje, imenovano multipla regresijska analiza, nam omogoca, da
upostevamo vec dejavnikov in tako dobimo boljSe napovedi, kot so mogoce z

enostavno linearno regresijo.

Veckratna regresijska analiza je Studija povezanosti odvisne spremenljivke y z dvema ali vec
neodvisnimi spremenljivkami. V sploSnem primeru bomo s p oznadili Stevilo neodvisnih

spremenljivk.
5.9 Regresijski model in regresijska enacbha

Pojma regresijski model in regresijska enacba, predstavljena v prejSnjem razdelku, veljata tudi v
primeru veckratne regresije. Enacba, ki opisuje, kako je odvisna spremenljivka y povezana z

neodvisnimi spremenljivkami x;, x,, ..., x,, in izrazom napake, se imenuje model veckratne regresije.

Zacnemo s predpostavko, da ima model veckratne regresije naslednjo obliko.
Y = Bo+ B1x1 + Poxz + -+ Ppxp + €

V modelu multiple regresije so o, B, Ba ..., B, Parametri in izraz napake (e¢) je nakljucna
spremenljivka. Natancen pregled tega modela pokaze, da je y linearna funkcija spremenljivk
X1,X,...,Xp iN izraza napake e epsilon. Clen napake uposteva variabilnost y, ki je ni mogoce

pojasniti z linearnim ucinkom p neodvisnih spremenljivk.

V razdelku 5.10 obravnavamo predpostavke za model multiple regresije in epsilon. Ena od
predpostavk je, da je povprecna ali pricakovana vrednost (e) enaka nic. Posledica te predpostavke
je, da je povprecna ali pricakovana vrednost y, oznaCena z E(v), je enaka B + B1x; + Box, + -+ +
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B,x,. Enacba, ki opisuje, kako je srednja vrednost y povezana z x,,x,,...,x, se imenuje enacba

multiple regresije.

E) = Bo + Bixy + Poxy + -+ Bpxp
5.10 Ocenjena enacba multiple regresije

Ce so vrednosti Bo B1, B2, .-, By Znane, lahko enacbo (5.9) uporabimo za izracun

povprecne vrednosti y pri danih vrednostih x;,x,,...,x,. Zal te vrednosti

parametrov obicajno niso znane in jih je treba oceniti iz vzorénih podatkov. Za

izraCun vzorcne statistike se uporabi enostavni nakljucni vzorec by, by, by, ..., byki se

uporabijo kot tockovne ocene parametrov By, B:, B, ..., B,. Te vzoréne statistike zagotavljajo

naslednje ocenjevanje enacb multiple regresije:
Y =bg + bixy + byx, + -+ byx,
Kjer so
bg, b1, by, ..., b, 0cene By, By, 2, ..., Bp iN
¥ = napovedana vrednost odvisne spremenljivke
Primer: Prevozno podjetje Frigo
Za ponazoritev veckratne regresijske analize bomo obravnavali problem, s katerim se je soocalo
podjetje Frigo Trucking Company, neodvisno prevoznisko podjetje v juzni Italiji. Najveéji del
poslovanja podjetja Frigo vkljuCuje dostavo na lokalnem obmocju. Za boljsSi razvoj delovnih

razporedov Zelijo vodje nacrtovati skupni dnevni potovalni ¢as za svoje voznike.

Sprva so vodje menili, da bo skupni dnevni ¢as potovanja tesno povezan s Stevilom prevozenih
kilometrov pri dnevnih dostavah. S preprostim naklju¢nim vzorcem 10 vozniskih nalog so bili
pridobljeni podatki, prikazani na sliki 5.9, in razprSeni diagram. Po pregledu tega razprSenega
diagrama so vodje domnevali, da je mogoce za opis povezave uporabiti preprost linearni regresijski

model y = 8, + B1x; + € med skupnim ¢asom voznje (y) in Stevilom prevozenih kilometrov (x; ).
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Driving xp = KM v = Travel Time
Assignment Traveled (hours)
1 100 93
2 50 43
3 100 59
4 100 6.5
5 50 42
5] 80 62
7 i 74
8 a5 6.0
9 o0 1.6
10 o0 6.1

Slika 5.9 Podatki za primer prevoznega podjetja Frigo.

10 -

Total Travel Time (hours)

1 1
50 60 70 80 20 100
Miles Traveled

Slika 5.10 Diagram razprsitve za primer podjetja Frigo Transport

Za oceno parametrov f3, in . 3, je bila za pripravo ocenjene regresije uporabljena metoda enacbe

najmanjsih kvadratov.
¥ = by + byx;

Na zgornji sliki je prikazan rezultat programa Minitab z uporabo preproste linearne regresije za
podatke v zgornji tabeli. Ocenjena regresijska enacba je

$ =127+ 0.0678x,

Pri stopnji pomembnosti 0,05 F-vrednost 15,81 in ustrezna p-vrednost 0,004 kazeta, da je razmerje
pomembno. To pomeni, da lahko zavrnemo H,: 5, = 0 ker je p-vrednost manjsa od a = 0,05.
Upostevaijte, da enak sklep izhaja iz vrednosti t = 3,98 in pripadajoCe p-vrednosti 0,004. Tako
lahko sklepamo, da je povezanost med skupnim ¢asom potovanja in Stevilom prevoZzenih kilometrov
pomembna. DaljSi ¢as potovanja je povezan z vec prevozenimi kilometri. S koeficientom
determinacije (izrazenim v odstotkih) R — Sq = 66,4 %, vidimo, da lahko 66,4 % variabilnosti

potovalnega €asa pojasnimo z linearnim ucinkom Stevila prevozenih kilometrov.
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Ta ugotovitev je dokaj dobra, vendar bodo vodje morda Zeleli razmisliti o dodajanju druge

neodvisne spremenljivke, da bi pojasnili nekatere preostale spremenljivke v odvisni spremenljivki.

MINITAB OUTFUT FOR FRIGO TRUCKING WITH ONE
INDEPENDENT VARIABLE

The regressicn egquation is
Time = 1.27 + 0.0678 kM

Predictor Coef GE Coef T ol
Constant 1.274 1.401 0.91 0.380
km 0.06783 0.01706 3.98 0.004

g = 1.00178 R-8g = 66.4% R-8g(adj) = 62.2%

Mnalysis of Variance

SOURCE DF &8 MS B P
Regression 1 15.871 15.871 15.81 0.004
Residual Error 8 B.029 1.004

Total 9 23.%00

Slika 5.11 Rezultati z eno neodvisno spremenljivko.

Pri iskanju druge neodvisne spremenljivke so menedzerji menili, da lahko k skupnemu casu

potovanja prispeva tudi Stevilo dostav. Podatki druzbe Frigo Trucking z dodanim Stevilom dostav

so prikazani na spodniji sliki. (x,) in Stevilo dostav (x,) kot neodvisni spremenljivki sta prikazani na

sliki 5.12, Ocenjena regresijska enacba je

$ = —0.869 + 0.0611x, + 0.923x,

DATA FOR FRIGO TRUCKING WITH KM TRAVELED (x;) AND NUMBER
OF DELIVERIES (x,} AS THE INDEPENDENT VARIABLES

Driving
Assignment

et

e b 2

D 00 =] Oy

s
{=]

M =kMm x, = Number 1= Travel Time
Traveled of Deliveries (hours)
100 4 93
50 3 48
100 4 80
100 2 6.5
a0 3 42
80 2 6.2
75 3 74
65 4 6.0
] 3 76
a0 2 6.1

Slika 5.12 Podatki in neodvisne spremenljivke druzbe Frigo Trucing.

Podrobneje si oglejmo vrednosti b, = 0,0611 in b,= 0,923 v zadnji enacbi.

1 —
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Opomba o razlagi koeficientov

Na tej tocki lahko komentiramo razmerje med ocenjeno regresijsko enacbo z

neodvisno spremenljivko samo prevozeni kilometri in enacbo, ki vkljucuje Stevilo

dostav kot drugo neodvisno spremenljivko. Vrednost b, v obeh primerih ni enaka.

Pri preprosti linearni regresiji razlagamo b, kot oceno spremembe y za spremembo

neodvisne spremenljivke za eno enoto. Pri veckratni regresijski analizi je treba to razlago nekoliko
spremeniti. To pomeni, da se pri veckratni regresijski analizi vsak regresijski koeficient razlaga na
naslednji nacin: predstavljal bi oceno spremembe v y ki ustreza spremembi v x; za eno enoto, Ce

so vse druge neodvisne spremenljivke nespremenjene.

V primeru druzbe Frigo Trucking to vkljuuje dve neodvisni spremenljivki, b;=0,0611 in b,= 0.923.

MINITAB OUTPUT FOR FRIGO TRUCEING WITH TWO
INDEPENDENT VARIABLES

The regression equation is

Time = - 0.869 + 0.0611 kM + 0.923 Deliveries
Predictor Coef  SE Coef il P
Constant -0.8B&BT 0.9515 -0.91 0.392
kM 0.061135 0.009888 .18 0.000

Deliveries 0.9234 0.2211 4.18 0.004
S = 0.573142 E-Sq = 90.4% R-Sg(ad]j) = 87.6%

Analysis of Variance

EOURCE DF ES MS T 2]
Regression 2 21.801 10.800 32.88 0.000
Residual Error T 2.299 0.328

Total 9 23.800

Slika 5.13 Rezultati za Frigo Trucking z dvema neodvisnima spremenljivkama.

Tako je 0,0611 ure ocena pri¢akovanega podaljSanja potovalnega Casa, ki ustreza povecanju za
eno miljo na prevozeno razdaljo, Ce je Stevilo dostav konstantno. Podobno, ker je b, =0,923, je
ocena pri¢akovanega povecanja potovalnega ¢asa, ki ustreza pove€anju za eno dostavo, ko je
Stevilo prevozenih milj konstantno, 0,923 ure.
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Visuairepresentation

e P

Slika 5.14 Vizualni prikaz rezultatov za primer Frigo Trucking.
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