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5. Regresja liniowa z pojedynczym

I wieloma regresorami

Decyzje zarzadcze czesto opierajg sie na zwigzku miedzy dwiema lub wiecej zmiennymi.
Na przyktad menedzer ds. marketingu moze probowaé prognozowac sprzedaz przy okreslonym
poziomie wydatkéw na reklame po zbadaniu zwigzku miedzy tymi wydatkami a sprzedaza.

W drugim przypadku przedsiebiorstwo publiczne moze wykorzysta¢ stosunek miedzy dzienng
maksymalng warto$cig temperatury a zapotrzebowaniem na energie elektryczng,
aby przewidzie¢ zuzycie energii elektrycznej. Czasami menedzer polega na intuicji. Intuicyjnie
ocenia, w jaki sposob te dwie zmienne sg ze sobg powigzane. Jesli jednak mozliwe jest
uzyskanie danych, warto zastosowac procedure statystyczng zwang analizg regresji, aby
pokazac, w jaki sposdb te dwie zmienne sg ze sobg powigzane.

W terminologii regresji zmienna przewidywana nazywana jest zmienng zalezna.

Zmienna lub zmienne uzywane do przewidywania wartosci zmiennej zaleznej nazywane
sg zmiennymi niezaleznymi.

Analizujgc wptyw wydatkéw na reklame na sprzedaz, sprzedaz bytaby zatem zmienng zalezna.
Wydatki na reklame bytyby zmienng niezalezng. W notacji statystycznej y oznacza zmienng
zalezng, a x 0znacza zmienng niezalezna.

W tej sekcji przyjrzymy sie najprostszemu typowi analizy regresji, ktory obejmuje jedng
zmienng niezalezng i jedng zmienng zalezng. Zwigzek miedzy tymi dwiema zmiennymi bedzie
przyblizony linig prosta. Nazywa sie to prostg regresjg liniowg. Analiza regresji obejmujaca
dwie lub wiecej zmiennych niezaleznych nazywana jest analizg regresji wielorakiej.

5.1 Model prostej regresji liniowej

Best Burger to sie restauracji szybkiej obstugi zlokalizowanych na obszarze

wielu standéw. Lokalizacje Best Burger znajdujg sie w poblizu kampusow
uniwersyteckich. Menedzerowie uwazajg, ze kwartalna sprzedaz tych

restauracji (oznaczona przez y) jest dodatnio skorelowana z wielkoscig populacji

studentéw (oznaczonej przez x). Restauracje w poblizu kampuséw z duzg liczbg studentéw

majg tendencje do generowania wiekszej sprzedazy niz te w poblizu kampusdéw z matg liczba
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studentéw. Korzystajac z analizy regresji, mozemy opracowac réwnanie, ktére pokazuje, w jaki

sposdb zmienna zalezna y jest powigzana ze zmienng niezalezng x.
5.2 Model regresji i rOwnanie regresji

W przypadku Best Burger populacje stanowig wszystkie restauracje Best Burger. Dla kazdej
restauracji w populacji istnieje wartos¢ x (populacja studentow) i odpowiadajgca jej wartos¢ y
(kwartalna sprzedaz). Réwnanie opisujgce, w jaki sposob y jest powigzane z x, nazywane jest
modelem regres;ji.

y=PBo+Pix+e
B, i B1sa nazywane parametrami modelu, € (grecka litera epsilon) jest zmienng losowa
nazywang btedem modelu. Btad reprezentuje zmienno$¢ y, ktdrej nie mozna wyjasnic liniowa
zalezno$cig miedzy x oraz y.
Populacja wszystkich restauracji Best Burger moze by¢ réwniez postrzegana jako zbidr
subpopulacji, po jednej dla kazdej oddzielnej wartosci x. Na przyktad jedna subpopulacja
sktada sie ze wszystkich restauracji Best Burger w poblizu kampuséw uniwersyteckich
z 8000 studentéw. Druga subpopulacja sktada sie ze wszystkich restauracji Best Burger
zZlokalizowanych w poblizu kampuséw uniwersyteckich z 9000 studentéw i tak dalej. Kazda
subpopulacja ma odpowiadajgcy jej rozktad wartosci y. Kazdy rozktad wartosci y ma swojg
$rednig lub wartoS¢ oczekiwang. Rdwnanie opisujgce warto$¢ oczekiwang y, oznaczang jako
E(y), ktora jest powigzana z x, nazywane jest rownaniem regresji. Rdwnanie prostej regres;ji
liniowej jest nastepujgce:

E(y) = o + B1x
Wykresem rownania prostej regresji liniowej jest linia prosta. B, reprezentuje wartos$¢
poczatkowa linii regresji, B, to wspdtczynnik kierunkowy linii, a E(y) to wartos¢ $rednia lub
wartos¢ oczekiwana y dla danej wartosci x.
Przyktady mozliwych linii regresji pokazano na ponizszym rysunku 5.1. Linia regres;ji
w przypadku A pokazuje, ze wartos¢ y jest dodatnio skorelowana z x. Wraz ze wzrostem
wartosci x rosng rowniez wartosci E (y). Linia regresji na rysunku B pokazuje wartos¢ y, ktéra
jest ujemnie skorelowana z x. Mniejsze wartosci E(y) sg powigzane z wyzszymi wartosSciami
x. Linia regresji na rysunku C pokazuje przypadek, w ktdrym warto$¢ y nie jest powigzana

z x. Oznacza to, ze oczekiwana wartos¢ y jest taka sama dla kazdej wartosci x.
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Rysunek 5.1 Przykiady wykresow zaleznosci liniowej

5.3 Szacowane réwnanie regresji

Gdyby wartosci parametréw populacji byty znane g, i B;, moglibySmy uzy¢ powyzszego
rownania do obliczenia wartosci y dla danej wartosci x. W praktyce parametry te sg trudno
dostepne, wiec sg po prostu szacowane na podstawie danych z préby. Statystyki proby
(oznaczone jako b, i b;) s obliczane jako oszacowania parametréw populacji g, i f;.
Zastgpienie wartosci statystyk z proby b, i b, zamiast S, i f; W rownaniu regresji daje nam
nowe, oszacowane réwnanie regresji. Oszacowane rownanie regresji dla prostej regresji
liniowej jest nastepujgce:
Y =by+ bix
Wykres oszacowanej prostej regresji liniowej nazywany jest oszacowang linig
regresji. b, reprezentuje wartoS¢ poczatkowa linii regresji, b, to wspdtczynnik
kKierunkowy linii.

Ponizej pokazane jest, jak uzy¢ metody najmniejszych kwadratéw do obliczenia
wartosci b, i b; W oszacowanym roéwnaniu regresji.
Ogdlnie y (wynik dla E(y)) to $rednia wartos$¢ y dla danej wartosci x. Gdybysmy teraz chcieli
oszacowac¢ oczekiwang wartos¢ kwartalnej sprzedazy dla wszystkich restauracji Best Burger
zZlokalizowanych w poblizu kampuséw z 10000 studentéw, warto$¢ x zostataby zastgpiona
wartoscig 10000 w ostatnim réwnaniu. W niektorych przypadkach mozemy by¢ jednak bardziej
zainteresowani prognozowaniem sprzedazy tylko dla jednej konkretnej restauracji. Zatozmy
na przyktad, ze chcesz prognozowac¢ kwartalng sprzedaz dla restauracji, ktérg planujesz
zbudowa¢ w poblizu uczelni z 10000 studentéw. Jak sie okazuje, nawet w tym przypadku
najlepszym predyktorem (zrédiem prognozy) wartosci y dla danej wartosci x jest wartos¢ 3.
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5.4 Metoda najmniejszych kwadratow

Metoda najmniejszych kwadratow to procedura, w ktérej wykorzystujac

przyktadowe dane, znajdujemy rdéwnanie szacowanej linii regresji.

Aby zilustrowa¢ metode najmniejszych kwadratow, zatézmy, ze dane zostaty

zebrane z préby 10 restauracji Best Burger w poblizu kampusow uniwersyteckich.

Przez x; oznaczymy wielko$¢ populacji studentdw (w tysigcach), a przez y; wielko$¢ kwartalnej

sprzedazy (w tysigcach EUR). x; w y; dla 10 przyktadowych restauracji podsumowano

w ponizszej tabeli (rysunek 5.2). Widzimy, ze restauracja 1, z x; = 2 i y; = 58, znajduje sie

w poblizu kampusu z 2000 studentdw i osigga kwartalng sprzedaz w wysokosci 58 000 EUR.

Restauracja 2, z x,= 6 i y, = 105, znajduje sie w poblizu kampusu z 6000 studentéw i osigga

kwartalng sprzedaz w wysokosci 105 000 €. Restauracja o najwyzszej wartosci sprzedazy to

restauracja 10, ktora znajduje sie w poblizu kampusu z 26 000 studentdw i osigga kwartalng
sprzedaz w wysokosci 202 000 €.

Ponizej na rysunku 5.2. przedstawiono wykres punktowy danych nazywany tez wykresem

rozrzutu. Populacja studentdw jest pokazana na osi poziomej, a kwartalna sprzedaz na osi

pionowej. Wykresy rozrzutu dla analizy regresji sg konstruowane ze zmienng niezalezng x

na osi poziomej i zmienng zalezng y na osi pionowej. Wykres rozrzutu pozwala nam zatem

wyciggng¢ wstepne wnioski na temat mozliwego zwigzku miedzy zmiennymi.

Restauracja Populacja studentow ( tys.) Sprzedaz kwartalna (tys. €)
i ""i' -.Fi
1 2 23
2 6 105
3 3 88
B 8 118
5 12 117
6 16 137
7 20 157
8 20 169
o 22 149
10 26 202

Rysunek 5.2 Wykres punktowy danych

I ——
STATYSTYCZNE METODY ANALIZY DANYCH LOGISTYCZNYCH 86



N
r BAS4SC - Business Analytics Skills for the Future-Proof Supply Chains

Jakie wstepne wnioski mozna wyciggnac z ponizszego rysunku 5.3? Wyzsza sprzedaz kwartalna
wystepuje w kampusach z wiekszg populacjg studentdéw. Ponadto istnieje stata zaleznos¢
miedzy wielkoscig populacji studentdw a kwartalng sprzedazg, ktérg mozna opisac linig prosta.
Pomiedzy x i y istnieje dodatnia zalezno$¢ liniowa. Dlatego wybrany zostat model prostej
regresji liniowej, aby przedstawi¢ zwigzek miedzy kwartalng sprzedaza a populacjg studentow.
Biorgc pod uwage ten wybdr, naszym nastepnym zadaniem jest wykorzystanie przyktadowej
tabeli danych do okreslenia wartosci b, i b;, ktdre sa waznymi parametrami w estymacji

rownania prostej regres;ji liniowej. Dla /tej restauracji oszacowane rownanie regresji to:

Vi = by + byx;
gdzie:
9; - modelowa (teoretyczna) warto$¢ sprzedazy kwartalnej (1000 EUR) dla itej

restauracji,

b, - wyraz wolny oszacowanej linii regres;ji, inaczej przeciecie (z osig y),

b, - wspdtczynnik kierunkowy oszacowanej linii regresji, inaczej nachylenie,
x; _ wielko$¢ populacji studentéw (1000) dla i-tej restauracji.
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Rysunek 5.3 Wykres punktowy

y; 0znacza zaobserwowang (rzeczywistg) sprzedaz dla restauracji i, a y; , teoretyczna wartos¢
sprzedazy dla restauracji i, kazda restauracja w prébie bedzie miata zaobserwowang warto$é

sprzedazy y; i teoretyczng wartoS¢ sprzedazy $;. Aby oszacowana linia regresji zapewniata
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dobre dopasowanie do danych, chcemy, aby rdznice miedzy obserwowanymi wartosciami
sprzedazy a teoretycznymi warto$ciami sprzedazy byty jak najmniejsze.

Metoda najmniejszych kwadratow wykorzystuje przyktadowe dane do uzyskania wartosci b,
i by.

Minimalizacja sumy kwadratéw odchylen miedzy obserwowanymi warto$ciami zmiennej
zaleznej y; a przewidywang wartoscig zmiennej zaleznej y. Punktem wyjscia do obliczenia
minimalnej sumy metodg najmniejszych kwadratéw jest wyrazenie:

Kryterium sumy minimalnej: min Y (y; — 9;)?,

gdzie

y; - zaobserwowana wartos¢ zmiennej zaleznej dla i-tej obserwacji,

9; — teoretyczna wartos¢ zmiennej zaleznej dla i-tej obserwaciji.

Wspdtczynnik kierunkowy linii regresji i wyraz wolny:

b = Xxi =)y —y)
T N0 —%)?
bo = 7 — by%

x; _ wartos¢ zmiennej niezaleznej dla i-tej obserwaciji,
y; _ wartos¢ zmiennej zaleznej dla i-tej obserwacji,

% _ $rednia wartos¢ dla zmiennej niezaleznej,

y _ Srednia warto$¢ dla zmiennej zaleznej,

n _ catkowita liczba obserwacji.

Ponizej przedstawiono niektdre obliczenia potrzebne do opracowania szacunkowej linii regres;ji
metodg najmniejszych kwadratdw. Przy probie 10 restauracji mamy n=10 obserwacji.

Powyzsze réwnania wymagajg najpierw obliczenia $redniej wartosci x i Sredniej wartosci y.

_ Yx; 140 Yy, 1300
¥== o E e T YET T 7130

Alternatywne réwnanie obliczeniowe b, :

b _nXxy;— Qx)Xy)
T oana? - (B x)?
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Korzystajac z ostatnich réwnan i informacji na rysunku 5.4, mozna obliczy¢ wspdtczynnik
kierunkowy linii regresji dla przyktadu restauracji Best Burger. Obliczenie nachylenia (b,)

przedstawiono ponizej.
Rysunek 5.4 przedstawia wykres tego réwnania na wykresie rozrzutu.

Nachylenie oszacowanego réwnania regresji lub wspdtczynnik kierunkowy réwnania (b; = 5)

jest dodatnie.

Restauracja 7 xy ¥ A X ¥—r &= x307— 3 x; = x)

1 2 58 —12 — 12 864 144

2 G 105 —3 =23 200 o4

3 8 88 —B —42 252 36

4 3 118 - -12 72 a6

5 12 117 -2 —13 26 1

6 16 137 2 T 14 4

7 20 157 6 27 162 36

8 20 169 G 39 234 36

9 22 149 a 19 152 (<

10 26 202 12 72 864 ﬂ

—_— 140 1300 2840 568
Ex, v, 2, — Xy — P B —x

Rysunek 5.4 Wykres rownania na wykresie rozrzutu.

b = 20— X))y —y) 2840 c
T Y(x;—%?2 568

Nastepnie obliczany jest wyraz wolny (b, ).
by = ¥ — byx = 130 — 5(14) = 60
W ten sposdb szacowane jest rdwnanie regresiji:
y =60+ 5x
Rysunek 5.5 przedstawia wykres tego réwnania na wykresie punktowym.

Nachylenie oszacowanego réwnania regresji (b; = 5) jest dodatnie, co oznacza, ze wraz
ze wzrostem populacji studentéw wzrasta sprzedaz. W rzeczywisto$ci mozemy wywnioskowac
(w oparciu o zmierzong sprzedaz w tysigcach i populacje studentéw w tysigcach), co oznacza,
ze wzrost populacji studentéw o 1000 wigze sie ze wzrostem oczekiwanej sprzedazy o 5000;
tj. oczekuje sie, ze kwartalna sprzedaz wzrosnie o 5 USD na studenta.
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Jesli uwazamy, ze réwnanie regresji, oszacowane metodg najmniejszych kwadratéw,
odpowiednio opisuje zwigzek miedzy x i y, rozsadne wydaje sie uzycie oszacowanego rownania
regresji do przewidzenia wartosci y dla danej wartosci x. Na przyktad, jesli chcemy przewidzie¢
kwartalng sprzedaz dla restauracji znajdujgcej sie w poblizu kampusu z 16 000 studentéw,
obliczona bytaby ona na podstawie wzoru:

$=60+5%16 = 140

W zwigzku z tym nalezy zatozyé, ze kwartalna sprzedaz tej restauracji wyniesie 140 000.
W kolejnych sekcjach omawiane sg metody oceny stosownosci wykorzystania oszacowanego
rownania regresji do estymacji i prognozowania.

¥
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Rysunek 5.5 Wykres regresji prostej kwartalnej sprzedazy

5.5 Wspotczynnik determinacji

Dla przyktadu restauracji Best Burger opracowane zostato szacunkowe

rownanie regresji y = 60 + 5x dla w przyblizeniu liniowej zalezno$ci miedzy

wielkoscig populacji studentéw x a kwartalng sprzedazg y. Teraz pytanie brzmi:

jak dobrze oszacowane réwnanie regresji pasuje do danych? W tej sekcji

jest pokazane, ze wspbtczynnik determinacji zapewnia miare dobroci (stopnia) dopasowania
dla oszacowanego réwnania regresji. Dla Ftej obserwacji rdéznica miedzy zaobserwowang
wartoscig zmiennej zaleznej y; a przewidywang wartoscig zmiennej zaleznej nazywana jest
i - tg wartoscig rezydualng. Suma kwadratéw tych reszt lub btedéw jest funkcjg nachylenia
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oraz wyrazu wolnego. Metodg najmniejszych kwadratdw wyznaczamy wartosci b, i b,, dla

ktérych powyzsza funkcja osigga minimum. Wielko$¢ ta oznaczana jest jako SSE.
SSE =) (= 9’

Warto$¢ SSE jest miarg btedu w wykorzystaniu oszacowanego réwnania regresji do opisu
wartosci zmiennej zaleznej w probie. Rysunek 5.6 pokazuje obliczenia potrzebne do obliczenia

sumy kwadratéw bteddw dla przypadku Best Burger.

x;=Populacja y;=Sprzedaz Prog nozowana g4 Kwadrat
Restauracja studentow kwartalna sprzedaz v — Vi u

i ( tys.) (tys. €) ¥: = 60 + 5x o (v: — #:)?
1 2 58 70 =32 144
2 ] 105 90 15 225
3 8 38 100 =TI 144
4 8 118 100 13 324
3 iz 117 120 =3 9
6 16 137 140 —3 9
7 20 157 160 -3 9
b 20 169 160 9 g1
9 22 149 170 -21 441
10 26 202 190 12 144
SSE = 1530

Rysunek 5.6 Kwadraty bledow dla przypadku Best Burger

Zatdzmy, ze poproszono nas o oszacowanie kwartalnej sprzedazy bez znajomosci wielkosci
populacji studentdw. Nie znajgc zadnych powigzanych zmiennych, uzylibySmy Sredniej z proby
jako oszacowania kwartalnej sprzedazy w dowolnej restauracji. Tabela na rysunku 5.6
pokazuje, ze dla danych sprzedazy ¥ y; = 1300. Dlatego $rednia kwartalna warto$¢ sprzedazy
dla préby 10 restauracji Best Burger wynosi Y. y;/n = 1300/10 = 130. Na rysunku 5.7 pokazana
jest suma kwadratow odchylen uzyskanych przy uzyciu $redniej préoby 130 do przewidywania
wartosci kwartalnej sprzedazy dla kazdej restauracji w probie. Dla i-tej restauracji w probie
roznica y; — 9; stanowi miare btedu, ktory jest uwzgledniony w aplikacji modelu do wielkoSci
sprzedazy. Odpowiednia suma kwadratéw, zwana catkowitg sumg kwadratdw, jest oznaczana

przez SST.

SST =) (i = 9)?
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X;=Populacja Yi=Sprzedaz Odchylenie Kwadrat
Restauracja studentow kwartalna R odchylenia
; (tys. €) i — ¥ R
i ( tys.) tys. v: =)
1 2 58 —72 5184
2 6 105 =25 625
3 8 88 —42 1764
B 8 118 —12 144
3 12 117 —13 169
i 16 137 fi 49
? 20 157 27 7129
8 20 169 36 1521
9 22 149 19 361
10 26 202 12 5184
88T =15730

Rysunek 5.7 Suma kwadratow

Suma na dole ostatniej kolumny na rysunku 5.7 to catkowita suma kwadratéw dla restauracji
BestBurger SST = 15 730. Na rysunku 5.8 pokazana jest szacowana linia regresji y = 60 + 5x
i linia odpowiadajgca y = 130. Nalezy zauwazy¢, ze punkty skupiajg sie bardziej wokot
szacowanej linii regresji niz wokdt linii y = 130. Na przyktad dla 10. restauracji w probie
widzimy, ze btad jest znacznie wiekszy, gdy 130 jest uzywana jako wielkos¢ y, niz gdy uzyjemy
rownania y = 60 + 5x, dla ktérego wynosi on 190. Mozna mysle¢ o SST jako o pomiarze tego,
jak dobrze obserwacje skupiajg sie wokot linii o statej wartosci y wynoszacej 130, a SSE jako
0 pomiarze tego, jak dobrze obserwacje skupiajg sie wokdt prostej regresiji.

Aby zmierzy¢, jak bardzo wartosci na oszacowanej linii regresji odbiegajg od Sredniej, obliczana
jest kolejna suma kwadratéw. Ta suma kwadratow, zwana sumg kwadratéw z powodu

regres;ji, jest oznaczana jako SSR.

SSR =) @ = 7)?
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Rysunek 5.8 Linia regresji dla przypadku Best Burger
Z poprzedniej dyskusji powinnismy sie spodziewaé, ze SST, SSR i SSE sg ze sobg powigzane.

W  rzeczywistosci zwigzek miedzy tymi trzema sumami kwadratéw jest jednym

z najwazniejszych wynikéw w statystyce.

5.6 Zwigzek miedzy SST, SSR i SSE

SST = SSR + SSE
gdzie:
SST = catkowita suma kwadratow,
SSR = suma kwadratéw wynikajgca z regres;i,
SSE = suma kwadratéw spowodowana btedem.

Réwnanie (SST = SSR + SSE) pokazuje, ze catkowita sume kwadratdw mozna podzieli¢
na dwa sktadniki, sume kwadratéw wielkosci teoretycznych regresji i sume kwadratow bteddw.
Jesli wiec znane sg wartosci dowolnych dwdch z tych sum kwadratdw, trzecig sume kwadratow
mozna tatwo obliczy¢. Na przyktad w przypadku restauracji Best Burger wiadomo juz, ze
SSE = 1530 i SST = 15730; dlatego rozwigzujac SSR w powyzszym réwnaniu okazuje sie, ze
suma kwadratéw wynikajgca z regresji wynosi:
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SSR = SST — SSE = 15730 — 1530 = 14200

Zobaczmy teraz, jak mozemy wykorzystac trzy sumy kwadratéw, SST, SSR i SSE, aby zapewnic
kryterium dobrego dopasowania dla oszacowanego réwnania regresji. Oszacowane réwnanie
regresji zapewnitoby idealne dopasowanie, gdyby kazda warto$¢ zmiennej zaleznej yi_ lezata
losowo na oszacowanej linii regresji. W tym przypadku wynositaby ona zero dla kazdej
obserwacji, co skutkowatoby SSE =0. Poniewaz SST = SSR + SSE, widzimy, ze dla idealnego
dopasowania SSR musi by¢ réwne SST, a stosunek (SSR/SST) musi by¢ rowny jeden. Gorsze
dopasowanie spowoduje wieksze wartosci SSE. Rozwigzujgc rownanie dla SSE, widzimy, ze
SSE = SST - SSR. Dlatego najwieksza wartos¢ SSE (a tym samym najgorsze dopasowanie)
wystepuje, gdy SSR = 0 i SSE = SST.

Stosunek SSR/SST jest wykorzystywany do estymacji, ktéra ma wartosci od zera do jednego

pasujgce do szacowanego rownania regresiji.

Wspdtczynnik ten nazywany jest wspdtczynnikiem determinacji i jest oznaczany przez r2.

, _SSR

T T ssT
Dla przyktadu restauracji Best Burger warto$¢ wspdtczynnika determinacji wynosi:

, _SSR_14200
TSt 15730

Gdy wspdtczynnik determinacji jest wyrazony w procentach, r? mozna go interpretowac jako
procent catkowitej sumy kwadratow wyjasniony za pomocg oszacowanego rownania regresiji.
W przypadku Best Burger Restaurants mozemy stwierdzi¢, ze 90,27% catkowitej sumy
kwadratéw mozna wyjasni¢ za pomocg oszacowanego réwnania regresji  y = 60 + 5x, aby
przewidzie¢ kwartalng sprzedaz. Innymi stowy, 90,27% zmiennosci sprzedazy mozna wyjasnic¢
liniowg zaleznoscig miedzy wielkoscig populacji studentdow a sprzedazg. Powinnismy by¢

zadowoleni, ze tak dobrze pasuje do oszacowanego réwnania regresiji.
5.7 Wspotczynnik korelacji

Wspdtczynnik korelacji mozna traktowaé jako opisowg miare sity wspdtzaleznosci liniowej
miedzy dwiema zmiennymi, x i y. Wartosci wspdtczynnika korelacji zawsze mieszczg sie
W przedziale od -1 do +1. Warto$¢ +1 oznacza, ze dwie zmienne x i y s doskonale
skorelowane. Oznacza to, ze linia prosta o dodatnim nachyleniu stanowi wykres punktowy
obserwacji. Dlatego wykres rozrzutu nazywa sie tez wykresem korelacji. Warto$¢ -1 oznacza,
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ze zmienne x i y sg doskonale skorelowane. Wszystkie punkty danych lezg na prostej
o ujemnym nachyleniu. Wartosci wspotczynnika korelacji bliskie zeru oznaczajg, ze x i y nie
wspdtzaleza liniowo.

Jesli przeprowadzono juz analize regres;ji i obliczono wspétczynnik determinacji

r2, wspotczynnik korelacji préby mozna obliczy¢é w nastepujacy sposob.

Tyy = (znak b,)\/wspétczynnik determinacji (13)
Tey = (znak b)\r? (14)
WSPOYCZYNNIK KORELACII PEARSONA: PRZYKtADOWE DANE

I/;cy B Z(xl_x)(yl y) _ S (x; — B) (¥, — 7)
LA Jzu—mﬂ ZOw—wz VIO = 0% IO = §)?

n—1

B nYxyi — Qx) Xy
Ty
(nExE - @ [nZy? - @y

gdzie:

Lxi—%)(vi=y) X (xi—%)? i—y)?
Vey = ln—ll ’sz\l nl—l ,Vy=\/ nl—l

Znak wspotczynnika korelacji proby jest dodatni, jesli oszacowane rdwnanie regresji
ma dodatnie nachylenie (b, > 0) i ujemny, jesli oszacowane réwnanie regresji ma ujemne

nachylenie (b; < 0).

W przypadku Best Burger warto$¢ wspdtczynnika determinacji odpowiadajgcego
oszacowanemu réwnaniu regresji y = 60+ 5x wynosi 0,9027. Poniewaz nachylenie
oszacowanego rownania regresji jest dodatnie, rownanie (13-14) pokazuje, ze probny
wsp6tczynnik korelacji wynosi 7,,=0,9501. Na podstawie probnego wspdtczynnika korelacji
mozna wywnioskowaé, ze istnieje silna dodatnia zaleznosSc¢ liniowa miedzy x a y.

W przypadku liniowej zaleznosci miedzy dwiema zmiennymi, zaréwno wspotczynniki

determinacji, jak i wspdtczynnik korelacji stanowig miare sity zwigzku w probce.

Wspdtczynnik determinacji zapewnia miare miedzy zero a jeden, podczas gdy wspotczynnik
korelacji zapewnia miare miedzy -1 a +1. Chociaz wspétczynnik korelacji jest ograniczony

do liniowej zaleznosci miedzy dwiema zmiennymi, wspdtczynnik determinacji moze byé

I ——
STATYSTYCZNE METODY ANALIZY DANYCH LOGISTYCZNYCH 95



N
r BAS4SC - Business Analytics Skills for the Future-Proof Supply Chains

stosowany do zaleznosci nieliniowych i do zaleznosci, ktére majg dwie lub wiecej niezaleznych

zmiennych. W ten sposdb wspdtczynnik determinacji zapewnia szerszy zakres zastosowan.
5.8 Model regresji wielorakiej

W tej sekcji kontynuujemy nasze badanie analizy regresji, rozwazajac sytuacje
obejmujace dwie lub wiecej zmiennych niezaleznych. Ten obszar tematyczny,
zwany analizg regresji wielorakiej, pozwala nam wzig¢ pod uwage wiecej

czynnikdw, a tym samym uzyskaC lepsze prognozy niz jest to mozliwe

w przypadku jednorakiej regres;ji liniowej.

Analiza regresji wielorakiej to badanie, w jaki sposdb zmienna zalezna y jest powigzana
z dwiema lub wiecej zmiennymi niezaleznymi. W ogdlnym przypadku oznaczymy przez p liczbe

zmiennych niezaleznych.

5.9 Model i rOownanie regresji
Pojecia modelu regresji i réwnania regresji wprowadzone w poprzedniej sekcji majg
zastosowanie w przypadku regresji wielorakiej. Rownanie opisujgce, w jaki sposdb zmienna
zalezna y jest powigzana ze zmiennymi niezaleznymi x;, x,, .., x,, i wielkoscig btedu, nazywane
jest modelem regresji wielorakiej. Zaczynamy od zatozenia, ze model regresji wielorakiej
ma nastepujaca postac.

Yy =PBo+ B1xy + Boxy + -+ Bpx, + €

W modelu regresji wielorakiej Bo,B1,f2,-.., 8, Sa parametrami, a sktadnik btedu (€) jest

zmienng losowa. Doktadna analiza tego modelu ujawnia, ze y jest liniowg funkcjg zmiennych
X1,X2,...,%, plus sktadnik btedu € epsilon. Wielkos¢ btedu uwzglednia zmiennos¢ y, ktorej

......

W sekcji 5.10 omawiane sg zatozenia dla modelu regresji wielorakiej i epsilon. Jednym
z zatozen jest to, ze Srednia lub wartos¢ oczekiwana (€) wynosi zero. Konsekwencjg tego
zatozenia jest to, ze $rednia lub warto$¢ oczekiwana y, oznaczana jako E(y), jest rowna g, +
B1x1 + Baxy + -+ + Bpx,. ROWnanie opisujace zaleznos¢ wartosci Sredniej y od x4, x,,...,%,

nazywane jest rownaniem regresji wielorakie;j.
E(y) = Bo + Prx1 + Baxz + -+ + Bpxp(5.9)
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5.10 Oszacowane rownanie regresji wielorakiej

Jesli znane s wartosci By, 1, Bz, By, FOWnanie (5.9), mozna wykorzysta¢ do obliczenia
$redniej wartosci y przy danych wartosciach x;,x,,...,x,. Niestety, te wartosci parametrow
zazwyczaj nie s znane i muszg zostac oszacowane na podstawie danych z préby. Prosta proba
losowa jest uzywana do obliczenia statystyk proby bg, by, by, ..., by, ktére beda uzywane jako
estymatory punktowe parametrdw py,B;,B...., B, Te przyktadowe statystyki zapewniajg

nastepujgce oszacowanie rownania regresji wielokrotnej:

Y = bg + byxq + byx, + -+ byx,
gdzie:
b, b1, by, ..., by, $q 0Szacowaniami By, B4, B2, -, Bp,

y = przewidywana warto$¢ zmiennej zalezne;j.

Przykfad: Frigo Transport Company

Jako ilustracje analizy regresji wielorakiej rozwazymy problem, przed ktérym stoi Frigo
Trucking Company, niezalezna firma transportowa w potudniowych Wioszech. Najwieksza
cze$¢ dziatalnosci Frigo obejmuje dostawy na catym obszarze lokalnym. Aby lepiej opracowaé
harmonogramy pracy, menedzerowie chcg zaplanowaé wspdlny dzienny czas podrozy

dla swoich kierowcow.

Poczatkowo menedzerowie uwazali, ze catkowity dzienny czas podrdzy bedzie Scisle powigzany
z liczbg kilometrow przejechanych w codziennych dostawach. Prosta losowa proba
10 przydziatéw kierowcdw dostarczyta danych pokazanych w tabeli 5.1 i wykresu rozrzutu
(rys.5.9). Po zapoznaniu sie z tym wykresem rozrzutu menedzerowie zatozyli, ze model
jednorakiej regres;ji liniowej moze by¢ uzyty do opisania zaleznosci y = f, + f,x; + € miedzy
catkowitym czasem podrdzy (y) a liczba przejechanych kilometréw (x;).
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Tabela 5.1 Dane dla przykladowej firmy Frigo Transport Company

Zadanie x; =Przejechane y=Czas podrozy
kierowcy km (w godzinach)
1 100 03
2 50 43
3 100 89
4 100 6.5
5 50 42
6 80 6.2
7 75 74
8 65 6.0
0 20 7.6
10 20 6.1

Catkowity czas podrézy (w godzinach)

6 - » ¢ .
i -
-
4 -
i i i i 'l i T
50 60 70 20 90 100 >
Przejechane km

Rysunek 5.9 Wykres rozrzutu dla Frigo Transport Company.

Do oszacowania parametrow 3, i B, wykorzystano metode najmniejszych kwadratow w celu

opracowania szacunkowej regresji:
¥ =bo + bix;

Powyzszy rysunek przedstawia wyniki programu Minitab przy uzyciu prostej regresji liniowej

dla danych z powyzszej tabeli. Oszacowane réwnanie regres;ji to:

$ =1,27 + 0,0678x,
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Wartos¢ F rowna 15,81 i odpowiadajgca jej wartos¢ p-value réwna 0,004 wskazujg, ze zwigzek
jest istotny na poziomie istotnosci 0,05. Oznacza to, ze mozna odrzuci¢ Hy: f; = 0, poniewaz
wartos¢ p-value jest mniejsza niz poziom istotnosci alfa (a=0,05). Nalezy zauwazy¢, ze ten
sam wniosek wynika z wartosci t = 3,98 i zwigzanej z nig wartosci p-value rownej 0,004.
Mozemy zatem stwierdzi¢, Zze zwigzek miedzy catkowitym czasem podrozy a liczba
przejechanych kilometréw jest znaczacy. Diuzszy czas podrdzy wigze sie z wiekszg liczba
przejechanych kilometréw i odwrotnie. Przy wspdtczynniku determinacji  (wyrazonym
w procentach) 72 = 66,4 % widaé, ze 66,4% zmiennosci czasu podrézy mozna wyjasnic
liniowym efektem liczby przejechanych kilometréw.

Wynik ten jest catkiem dobry, ale menedzerowie mogg rozwazy¢ dodanie drugiej zmiennej

niezaleznej, aby zmniejszy¢ btad regresji (btad szczatkowy) dla zmiennej zaleznej.

DANE WYJSCIOWE MINITAB DLA BUTLER TRUCKING
Z JEDNA ZMIENNA NIEZALEZNA

Réwnanie regresji ma postaé:
Czas=1.27+0,0678 im

Predvitor Wspdlennnk Wspilezvinik SE T p-value
Stala 1,274 1,401 091 0,39
Nachylenie (by) 0,06783 0,01706 3,98 0,004

$=1,00179  R-Sq=664% R-SQ(adj)=62,2%

Analiza wariancji

Zrodlo DF SS MS F p-value

Regresja 1 15871 15871 15,81 0,004
Blad szczatkowy g 8,029 1,004

Suma 9 2319

Rysunek 5.10 Wyniki z jedng zmienng niezalezng

Prébujac zidentyfikowaé drugg zmienng niezalezng, menedzerowie uznali, ze liczba dostaw
moze réwniez przyczyni¢ sie do catkowitego czasu podrdzy. Dane Frigo Trucking: liczbe
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przejechanych kilometréw (x;) i liczbe dostaw (x,), jako zmienne niezalezne, przedstawiono

na rysunku 5.11. Oszacowane réwnanie regresji to:

y =-0,869 + 0,0611x; + 0,923x,

DANE DLA FRIGO TRUCKING Z PRZEJECHANYMI KILOMETRAMI () I DOSTAWAMI (x;)
JAKO ZMIENNYMI NIEZALEZNYMI

Zadanie x; —Przejechane x, =Liczba y=Czas podrozy
kierowcy km dostaw (w godzinach)

1 100 + 03

- 50 3 48

3 100 4 89

- 100 2 6.5

5 50 2 42

6 30 2 6.2

7 75 3 74

8 65 4 6.0

9 00 3 16

10 a0 2 6.1

Rysunek 5.11 Dane Frigo Trucing i zmienne niezalezne
Przyjrzyjmy sie blizej wartosciom b, = 0,0611 i b,= 0,923 w ostatnim réwnaniu.

Uwaga dotyczaca interpretacji wspoétczynnikow

W tym momencie mozna poczyni¢ jedng uwage na temat zwigzku miedzy
oszacowanym réwnaniem regresji prostej, z tylko przejechanymi kilometrami
jako zmienng niezalezng, a rownaniem uwzgledniajgcym réwniez liczbe dostaw

jako drugg zmienng niezalezng. Warto$¢ b, nie jest taka sama w obu
przypadkach. W prostej regresji liniowej interpretujemy b, jako oszacowanie zmiany y
dla zmiany zmiennej niezaleznej o jedng jednostke. W analizie regresji wielorakiej interpretacja
ta musi zosta¢ nieco zmodyfikowana. Oznacza to, ze w analizie regresji wielorakiej kazdy
wspdtczynnik regresji jest interpretowany w sposdb, ktory reprezentowatby szacunkowaq
zmiane y odpowiadajaca zmianie x; o jedng jednostke, gdy wszystkie inne zmienne niezalezne

sg utrzymywane na statym poziomie.

W przypadku Frigo Trucking obejmuje to dwie niezalezne zmienne, b;=0,0611 i b,= 0,923.
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DANE WYJSCIOWE MINITAB DLA FRIGO TRUCKING Z DWIEMA ZMIENNYMI

NIEZALEZNYMI
e
Réwnanie regresji ma postaé:
Czas=-0.869+0.0611 km + 0,923 Dostaw

Predyktor 7spélczynnik Wspélczynnik SE T p-value
Stala -0.8687 09515 -0.91 0392
Nachylenie (b)) 0.061135 0.009888 6.18 0,000
Dostawy 09234 02211 418 0.004

§=0,573142 R-5¢=90.4% R-5Q(adj)=87.6%

Analiza wariancji

Zrodlo DF SS MS F p-value
Regresja 2 21,601 10,8 32,88 0,000
Blad szczatkoww 7 2299 0328

Suma 9 23,900

Rysunek 5.12 Wyniki dla Frigo Trucking z dwiema zmiennymi niezaleznymi

Zatem 0,0611 godziny to szacunkowy oczekiwany wzrost czasu podrdzy odpowiadajacy
wzrostowi o jeden km na przejechang odlegto$¢, gdy liczba dostaw jest stata. Podobnie,
poniewaz b, =0,923, szacowany oczekiwany wzrost czasu podrozy odpowiadajgcy wzrostowi

0 jedng dostawe, gdy liczba przejechanych kilometréw jest stata, wynosi 0,923 godziny.

Reprezentacja wizualna

Rysunek 5.13 Wizualna reprezentacja wynikéw dla przypadku Frigo Trucking
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